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1. Espacios de Hilbert con núcleo reproductor

1.1. Preliminares

Sea V un espacio vectorial sobre un campo K. Un producto interior en V es una función 〈, 〉 : V ×V → K
que satisface

1. 〈u+ αv,w〉 = 〈u,w〉+ α 〈v, w〉 para todo u, v, w ∈ V, α ∈ K.

2. 〈u,w〉 = 〈w, u〉 para todo u,w ∈ V.

3. 〈u, u〉 > 0 si u 6= 0.

Cuando K = C la barra en el punto 2 denota a la conjugación compleja, y en el caso K = R tal barra no
aparece. Notamos que para v fijo la función 〈·, v〉 es lineal y para u fijo la función 〈u, ·〉 es aditiva y “saca”
los escalares pero conjugados, a las funciones de dos variables que tienen ambas propiedades se les llama
sesquilineales.

Es bien sabido que todo producto interior induce una norma en V dada por

‖u‖ = 〈u, u〉1/2 , u ∈ V.

En cualquier espacio vectorial con producto interno se satisface la llamada desigualdad de Cauchy-Schwarz:

|〈u, u〉| ≤ ‖u‖ ‖v‖ .

La norma mencionada a su vez define una métrica en V dada por

d (u, v) = ‖u− v‖ , u, v ∈ V.

Definition 1 Un espacio de Hilbert H es un espacio vectorial sobre un campo K con un producto interior
〈, 〉 tal que (H, d) es un espacio métrico completo, donde d es la métrica antes mencionada.

Definition 2 Sea H un espacio de Hilbert sobre un campo K. Un funcional lineal continuo Λ : H → K es
una función que satisface:

1. Λ (u+ αv) = Λu+ αΛv, para todo u, v ∈ V, α ∈ K, i.e. Λ es lineal.

2. Existe una constante C > 0 tal que

|Λx| ≤ C ‖x‖ para todo x ∈ H.
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En este caso, definimos además la norma del funcional Λ como sigue

‖Λ‖ : = ı́nf {C > 0 : |Λx| ≤ C ‖x‖ ∀x ∈ H}
= sup {|Λx| : ‖x‖ ≤ 1} ,

donde la última igualdad se puede consultar en .
Resulta que el conjunto de todos los funcionales lineales continuos definidos en un espacio de Hilbert H,

es un espacio vectorial respecto a las operaciones usuales de suma de funciones y producto de un escalar por
una función. Aún más, tal espacio es normado (con la norma de un funcional dada antes) y completo.

Example 3 Sea N0 = N∪{0} . El conjunto de sucesiones de números complejos (indexadas por N0) que son
cuadrado sumables es un espacio vectorial con un producto interior, en concreto

`2C (N0) =

{
(xn)

∞
n=0 : xn ∈ C,

∞∑
n=0

|xn|2 <∞

}
,

las operaciones vectoriales están dadas por

(xn)
∞
n=0 + (yn)

∞
n=0 = (xn + yn)

∞
n=0 ,

λ (xn)
∞
n=0 = (λxn)

∞
n=0 , λ ∈ C,

y el producto interior es

〈(xn)
∞
n=0 , (yn)

∞
n=0〉 =

∞∑
n=0

xnyn.

De hecho se puede probar que `2C (N0) es un espacio de Hilbert.

Example 4 Sea H2 (D) el conjunto de series de potencias formales (i.e. que en este punto no nos interesa
la convergencia de las series) con coeficientes complejos que son cuadrado sumables, i.e.

H2 (D) :

{ ∞∑
n=0

anz
n : an ∈ C,

∞∑
n=0

|an|2 <∞

}
.

Las operaciones vectoriales en H2 (D) están dadas como sigue

∞∑
n=0

anz
n +

∞∑
n=0

bnz
n =

∞∑
n=0

(an + bn) zn, (1)

λ

∞∑
n=0

anz
n =

∞∑
n=0

λanz
n, λ ∈ C.

Es fácil verificar que 〈 ∞∑
n=0

anz
n,

∞∑
n=0

bnz
n

〉
=

∞∑
n=0

anbn, (2)

define un producto interior en H2 (D). De hecho, el lector puede notar que los espacios `2C (N0) y H2 (D) son
isométricamente isomorfos. En concreto, el mapeo

(a0, a1, a2 . . .) 7→
∞∑
n=0

anz
n

es un isomorfismo isométrico entre los espacios mencionados. Como `2C (N0) es un espacio de Hilbert se sigue
que H2 (D) también lo es.
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Un resultado fundamental en la teoŕıa de los espacios de Hilbert es el llamado Teorema de Representación
de Riesz, el cual caracteriza a los funcionales lineales continuos definidos en un espacio de Hilbert (consultar
[6, Teorema 12.5]).

Theorem 5 Sea H un espacio de Hilbert sobre un campo K y Λ : H → K un funcional lineal continuo.
Entonces existe un único vector w ∈ H tal que

Λu = 〈u,w〉 para todo u ∈ H,

además ‖Λ‖ = ‖w‖ .

A continuación mencionamos un resultado que nos será útil, para probarlo se usa el Teorema de Repre-
sentación de Riesz.

Corollary 6 Sea M un subespacio vectorial cerrado propio del espacio de Hilbert H. Entonces existe un
vector u ∈ H\ {0} tal que 〈u, v〉 = 0 para todo v ∈M .

1.2. Espacios de Hilbert con núcleo reproductor

Tenemos los elementos necesarios para introducir los llamados Espacios de Hilbert con Núcleo Reproduc-
tor.

Definition 7 Sea X un conjunto no vaćıo. Decimos que H es un Espacio de Hilbert con Núcleo Reproductor
(EHNR) definido en X y con valores en K si satisface:

1. H es un subespacio vectorial del espacio vectorial V = {f : X → K| f es función} sobre K. (En V se
consideran las operaciones usuales de suma de funciones y producto de un escalar por una función).

2. H está dotado de un producto interior 〈, 〉 : H×H → K respecto al cual es un espacio de Hilbert.

3. Para cada y ∈ H el funcional lineal Ey : H → K dado por

Ey (f) = f (y) , f ∈ H,

es continuo. (i.e. existe una constante Cy > 0 tal que |f (y)| ≤ Cy ‖f‖ para todo f ∈ H).

Al funcional Ey se le llama funcional evaluación en el punto y.

1. Example 8 Sea f (z) =
∑∞
n=0 anz

n con
∑∞
n=0 |an|

2
<∞, se sigue que f ∈ H2 (D) y

‖f‖H2(D) =

( ∞∑
n=0

|an|2
)1/2

.

Para m ≥ n ≥ 0 la estimación

m∑
j=n

|aj | |z|j ≤

 m∑
j=n

|aj |2
1/2 m∑

j=n

|z|2j


≤ ‖f‖H2(D)

 m∑
j=n

|z|2j
 m,n→∞−→ 0, si |z| < 1,

implica que la serie
∑∞
n=0 anz

n converge absolutamente en |z| < 1, y uniformemente en |z| ≤ r < 1.
Aśı, f es una función bien definida en el disco unitario abierto D = {z : |z| < 1} ; por lo tanto H2 (D) es
un subespacio vectorial del espacio V de funciones definidas en D y con valores en C. Afortunadamente
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las operaciones vectoriales en V restringidas a H2 (D) coinciden con las operaciones definidas en (1),
de donde se sigue que H2 (D) es un espacio de funciones que es de Hilbert y es conocido como Espacio
de Hardy. Finalmente para z ∈ D y f ∈ H2 (D) usamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz para obtener

|f (z)| ≤
∞∑
n=0

|an| |z|n

≤ ‖f‖H2(D)

( ∞∑
n=0

|z|2n
)1/2

= ‖f‖H2(D)

1(
1− |z|2

)1/2
,

lo que implica que el funcional lineal Ez evaluación en z, es continuo y ‖Ez‖ ≤
(

1− |z|2
)−1/2

. En

conclusión, H2 (D) es un espacio de Hilbert con núcleo reproductor.

1.3. Propiedades del núcleo reproductor

Consideramos un Espacio de Hilbert con Núcleo Reproductor H definido en X y con valores en K. Sea
y ∈ X fijo pero arbitrario. Dado que el funcional evaluación en y, denotado como Ey, es continuo en H, por
el Teorema de Representación de Riesz se sigue que existe una única función ky ∈ H tal que

f (y) = 〈f, ky〉 para todo f ∈ H, (3)

y además
‖Ey‖ = ‖ky‖ .

A la función ky se le conoce como el núcleo reproductor de H para el punto y.

El núcleo reproductor de H es la función K : X ×X → K dada por

K (x, y) = ky (x) , x, y ∈ X.

Aplicamos (3) a la función f = kx para obtener

K (y, x) = kx (y) = 〈kx, ky〉 ,

es decir,
K (x, y) = 〈ky, kx〉 .

La igualdad anterior tiene las siguientes consecuencias:

1. K (x, y) = 〈ky, kx〉 = 〈kx, ky〉 = K (y, x) , x, y ∈ X.

2. ‖Ex‖2 = ‖kx‖2 = 〈kx, kx〉 = K (x, x) , x ∈ X.

3. |K (x, y)| = |〈ky, kx〉| ≤ K (x, x)
1/2

K (y, y)
1/2

, x, y ∈ X.

La última propiedad se conoce como la desigualdad de Cauchy-Schwarz del núcleo reproductor y es una
condición que se suele usar para ver si cierta función puede ser núcleo reproductor (i.e. es una condición
necesaria).

También queremos hacer notar que el núcleo reproductor determina al espacio total H, esto se comprende
mejor a la luz del siguiente resultado.
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Proposition 9 Sea K el núcleo reproductor de un Espacio de Hilbert con Núcleo Reproductor H. Entonces
H = span {kx : x ∈ X}.

Proof. Ponemos M = span {kx : x ∈ X} . Como M es un subespacio vectorial de H, se puede ver que
M es un subespacio vectorial de H (ver [6, Teorema 1.13]). Supongamos que M está contenido propiamente
en H. Del Corolario 6 se sigue que existe una función f ∈ H\{0} tal que 〈f, g〉 = 0 para todo g ∈ M.
En particular, f (x) = 〈f, kx〉 = 0 para todo x ∈ X, lo cual contradice el hecho de que f no es la función
constante cero. Aśı que M = H.

Example 10 Para w ∈ D fija, la función kw (z) =
∑∞
n=0 w

nzn ∈ H2 (D) ya que
∑∞
n=0 |w|

n
< ∞. Si

f (z) =
∑∞
n=0 anz

n ∈ H2 (D) , entonces

〈f, kw〉 =

∞∑
n=0

anw
n

=

∞∑
n=0

anw
n = f (w)

para todo w ∈ D. Se sigue entonces que

K (z, w) = kw (z)

=

∞∑
n=0

wnzn =
1

1− wz

es el núcleo reproductor para el espacio de Hardy H2 (D) y se le conoce como el núcleo de Szego. Por la teoŕıa
general se tiene

‖Ez‖2 = K (z, z) =
1

1− |z|2
.

En el ejemplo anterior propusimos una función K que a la postre resultó ser el núcleo reproductor para
H2 (D) . El siguiente resultado proporciona un método general para calcular el núcleo reproductor de cualquier
EHNR.

Proposition 11 Sea H un EHNR definido en X y con valores en K. Si H admite una base ortonormal
numerable {en}∞n=0 , entonces

K (x, y) =

∞∑
n=0

en (x) en (y), x, y ∈ X.

Proof. De la hipótesis se sigue que para cada y ∈ X existe una sucesión (λn (y))
∞
n=0 ∈ `2K (N0) tal que

ky =

∞∑
n=0

λn (y) en,

donde la convergencia se da en (H, ‖·‖) . Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz se sigue que la función
v → 〈ky, v〉 es lineal y continua, por lo tanto

em (y) = 〈em, ky〉 =

∞∑
n=0

λn (y) 〈em, en〉 = λm (y), m ≥ 0.

Finalmente, usamos que el funcional lineal evaluación Ex es continuo en (H, ‖·‖) para obtener

K (x, y) = Ex (ky) =

∞∑
n=0

en (y)Ex (en) .
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1.4. Funciones holomorfas

Para cada a ∈ C, r > 0, denotamos por D (a, r) al disco unitario abierto con centro en a y radio r, i.e.
D (a, r) = {z ∈ C : |z − a| < r} .

Definition 12 1.- Una función f : D (a, r)→ C es holomorfa en a si existe el siguiente ĺımite

ĺım
z→a

f (z)− f (a)

z − a
:= f ′ (a) .

2.- Sea ∅ 6= Ω ⊂ C un conjunto abierto. Decimos que f es holomorfa en Ω si f es holomorfa en cada punto
de Ω.

Si f es una función holomorfa en Ω, se puede probar que su parte real u y su parte imaginaria v son
funciones diferenciables en Ω que satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en Ω :

ux = vy,

uy = −vx.

Definition 13 Integración compleja. Sea f : Ω → C una función holomorfa en Ω y Γ ⊂ Ω una curva con
parametrización γ : [a, b]→ Γ dada por γ (t) = (x (t) , y (t)) . La integral de f sobre Γ se define como sigue∫

Γ

f (z) dz : =

∫ b

a

f (γ (t)) (x′ (t) + iy′ (t)) dt

=

∫ b

a

[x′ (t) Ref (γ (t))− y′ (t) Imf (γ (t))] dt

+i

∫ b

a

[y′ (t) Ref (γ (t)) + x′ (t) Imf (γ (t))] dt.

A continuación reproducimos la versión más simple de la fórmula integral de Cauchy, la cual es suficiente
para estudiar las propiedades locales de las funciones holomorfas.

Theorem 14 Sea f : D (a, r + δ)→ C una función holomorfa en su dominio de definición, entonces

f (z) =
1

2πi

∮
|ξ−a|=r

f (ξ)

ξ − z
dξ, para todo z ∈ D (a, r) .

Como es de esperarse, el lado de la derecha en la igualdad anterior se debe interpretar como una integral
compleja.

Corollary 15 Si f satisface las mismas condiciones del teorema anterior entonces

f (a) =
1

πr2

∫
D(a,r)

f (z) dz.

Proof. Consideramos la parametrización ξ (θ) = a + reiθ, θ ∈ [0, 2π] , de la circunferencia |ξ − a| = r;
además hacemos z = a en el teorema anterior para obtener

f (a) =
1

2πi

∫ 2π

0

f
(
a+ reiθ

)
reiθ

ireiθdθ

=
1

2π

∫ 2π

0

f
(
a+ reiθ

)
dθ.
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Usando coordenadas polares tenemos∫
D(a,r)

f (z) dz =

∫ r

0

t

∫ 2π

0

f
(
a+ teiθ

)
dθdt

= πr2f (a) .

Definition 16 Sea X un conjunto no vaćıo. Una colección no vaćıa Σ de subconjuntos de X es una σ-álgebra
si satisface:

1. Si A ∈ Σ entonces X\A ∈ Σ.

2. Si (An)
∞
n=1 ⊂ X entonces

⋃∞
n=1An ∈ Σ.

Dado un conjunto no vaćıo X existen al menos un par de σ-álgebras de subconjuntos de X, a saber {∅, X}
y el conjunto potencia de X. Además se puede verificar que la intersección arbitraria de σ-álgebras es una
σ-álgebra. Por lo tanto, dada una colección no vaćıa A de subconjuntos de X, la σ-álgebra generada por A,
denotada por Σ (A), es la intersección de todas las σ-álgebras que contienen a A.

Definition 17 Sea A = {D (a, r) : a ∈ D, 0 < r < 1− |a|} la colección de todos los discos abiertos con-
tenidos en D. A los elementos de la σ-álgebra Σ (A) se les llama subconjuntos borelianos del disco.

Definition 18 Una función f : D→ C se dice que es (Borel) medible en el disco si f−1 (D (a, r)) es un
subconjunto boreliano del disco.

Definition 19 Dadas las funciones medibles f, g : D→ C se dice que son iguales casi donde quiera si existe
un conjunto de medida cero A ⊂ D tal que f y g coinciden en X\A.

Se puede mostrar que la relación antes mencionada es una relación de equivalencia en el conjunto de
funciones medibles en el disco.

Definition 20 Sea L2 (D) el espacio vectorial de las clases de equivalencias cuyos representantes son fun-
ciones medibles cuadrado integrables, en concreto:

L2 (D) =

{
[f ] : f es medible y

∫
D
|f |2 dxdy <∞

}
.

Lo interesante es que L2 (D) es un espacio de Hilbert (sobre el campo C) respecto al producto interior

〈f, g〉 =

∫
D
f (x, y) g (x, y)dxdy.

Definition 21 El espacio de Bergman en el disco unitario A2 (D) es el espacio vectorial de funciones holo-
morfas en D que son cuadrado integrables, es decir,

A2 (D) =

{
f : D→ C| f es holomorfa y

∫
D
|f |2 dxdy <∞

}
.

Theorem 22 El espacio de Bergman A2 (D) es un subespacio vectorial cerrado en L2 (D) (ver [8, Proposicin
4.1.3]). Por lo tanto, A2 (D) es un espacio de Hilbert.

Theorem 23 El espacio de Bergman A2 (D) es un espacio de Hilbert con núcleo reproductor K (z, w) =

π−1 (1− wz)−2
.
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Proof. Claramente A2 (D) es un subespacio vectorial de V = {f : D→ C| f es función}. Del teorema
previo se sigue que A2 (D) es un espacio de Hilbert con el producto interior que hereda de L2 (D). Resta
probar que el funcional lineal Ez, evaluación en z, es continuo:

Sean z ∈ D, r = 1− |z| − δ > 0 y δ > 0 fijos. Consideramos f ∈ A2 (D) arbitrario. De (15) se tiene

|f (z)| ≤ 1

πr2

∫
D
χD(a,r) |f (w)| dw

≤ 1

π1/2r
‖f‖ .

Haciendo tender δ a cero se tiene

|f (z)| ≤ 1

π1/2 (1− |z|)
‖f‖ , para todo f ∈ A2 (D) .

Por lo tanto Ez es continuo y ‖Ez‖ ≤ π−1/2 (1− |z|)−1
.

Dado que
{
π−1/2

√
n+ 1zn

}∞
n=0

es una base ortonormal de A2 (D) , el núcleo reproductor es

K (z, w) = π−1
∞∑
n=0

(n+ 1) (zw)
n

=
1

π (1− wz)2 , z, w ∈ D.

De la teoŕıa general se tiene ‖Ez‖2 = K (z, z) = π−1/2
(

1− |z|2
)−1

.

1.5. Funciones definidas positivas

Definition 24 Denotamos por Cn×n al espacio vectorial sobre el campo C de matrices cuadradas con en-
tradas complejas de tamaño n× n.

Definition 25 Una matriz A ∈ Cn×n es definida positiva si 〈Az, z〉Cn ≥ 0 para todo z ∈ Cn.

Definition 26 Una función K : X×X → C es definida positiva si para cualquier n ∈ N y cualquier colección
finita x1, . . . , xn de puntos en X la matriz (K (xi, xj))1≤i,j≤n es definida positiva.

Example 27 Sea H un EHNR definido en X y con valores en C, entonces su núcleo reproductor K (x, y) es
una función definida positiva:

0 ≤

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

ajkxj

∥∥∥∥∥∥
2

=

〈
n∑
j=1

ajkxj

n∑
i=1

aikxi

〉

=

n∑
i,j=1

ajai
〈
kxj

, kxi

〉
=

n∑
i,j=1

ajaiK (xi, xj)

= 〈(K (xi, xj)) z, z〉Cn

para todo z = (a1, . . . , an) ∈ Cn y para cualesquiera x1, . . . , xn ∈ X, n ≥ 1.

El punto a destacar es que a partir de una función definida positiva en X × X se puede construir un
EHNR. El resultado es bastante importante y se le refiere como el Teorema de Moore. Se puede consultar la
demostración en [7].

Theorem 28 Sean X un conjunto no vaćıo y K : X×X → C una función definida positiva. Entonces existe
un único espacio de funciones definidas en X que es de Hilbert y tiene como núcleo reproductor a K.
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La idea de la demostración es simple: Primero se considera el espacio vectorial W := span {ky : y ∈ X} ,
donde ky = K (·, y) , junto con la forma sesquilineal B : W ×W → C dada por

B
(∑

ajkxj ,
∑

bjkxj

)
=
∑

ajbj ,

donde se asume que las sumas son finitas y los coeficiente son números complejos. Se muestra que B es una
función bien definida y que define un producto interior en W.

Para la parte final se construye la completación correspondiente al espacio con producto interior (W,B) ,

el espacio resultante
(
H (K) , 〈, 〉H(K)

)
es un EHNR con núcleo reproductor K. Aśı se establece que existe

una relación uńıvoca entre los EHNR y las funciones definidas positivas.

Finalmente proporcionamos una pequeña bibliograf́ıa para los que deseen profundizar en temas relaciona-
dos.
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