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1. INTRODUCCION.

Estas notas corresponden al minicurso impartido por José Luis Cisneros durante el Primer
Verano de Investigacion de la Unidad Cuernavaca del Instituto de Matemadticas de la UNAM
que se llev6 a cabo del 27 de junio al 12 de agosto de 2016. Este documento estd basado en
las notas manuscritas tomadas por Levent Arturo Chavez quien las digitalizé usando BIgX. El
curso consisti6 de tres clases de hora y media cada una y més o menos corresponden a cada
uno de los capitulos de estas notas.

En Topologia Algebraica existen varios métodos para construir espacios topolégicos a partir
de piezas bdsicas, como si se tratara de un juego de LEGO. Si las piezas bésicas son células
obtenemos los Complejos CW y si las piezas basicas son simplejos obtenemos los Complejos
Simpliciales. El objetivo del curso es definir los Conjuntos Simpliciales, los cuales tienen una
definicién abstracta en términos de categorias, motivandolos a partir de ideas y construccio-
nes mas intuitivas.

En el primer capitulo se definirdn los Complejos Simpliciales. Comenzaremos dando el ejem-
plo de poliedros en R® desarrollando el ejemplo especifico del tetraedro por ser el poliedro
regular con menos vértices, aristas y caras. Posteriormente se definirdn los Complejos Simpli-
ciales Euclideanos que generalizan a los poliedros en cualquier dimension. Posteriormente
veremos que la informacién para describir a un Complejo Simplicial Euclideano es infor-
macién puramente combinatoria, lo que da pie a la definicién de los Complejos Simplicales
Abstractos. Finalmente, si relajamos la definicién de Complejo Simplicial Abstracto y permi-
timos simplejos degenerados obtenemos a los Conjuntos Simpliciales.

El segundo capitulo es una muy breve introduccién a la Teoria de Categorias dando las tres
definiciones principales: categoria, funtor y transformacién natural. Se dan varios ejemplos
para ilustrar estos conceptos.

Finalmente en el Gltimo capitulo se define la categoria A y se estudian sus propiedades prin-
cipales, las cuales nos permitirdn dar un paso més en la abstraccién de los Conjuntos Simpli-
ciales viéndolos en términos de categorias.

Para aprender mads de estos temas sugerimos consultar [1},2}[3]

2. COMPLEJOS SIMPLICIALES
2.1. POLIEDROS
Haremos las siguiente convencion: 0 € N.
Definicién 1. Consideremos a R3y x € R3.
= Llamaremos a x un vértice.

= Dados dos puntos distintos en R%, al segmento de recta que los une lo llamaremos aris-
ta. Toda arista contiene dos vértices.

= Dados tres puntos no colineales en R3, al tridngulo definido por dichos puntos lo lla-
maremos cara. Toda cara contiene tres aristas y tres vértices.



Definicién 2. Un poliedro es un conjunto finito P de vértices, aristas y caras tal que:
= Siuna arista estd en P, entonces sus vértices estan en P.
= Siuna cara estd en P, entonces sus vértices y aristas estan en P.
» Sidos aristas en P se intersectan, lo hacen en un vértice.
» Sidos caras en P se intersectan, lo hacen en una sola arista.

Ejemplo 3. Consideremos un tetraedro armado como el de la Figura 2.1.

vy

Figura 2.2: Tetraedro desarmado.

Figura 2.1: Tetraedro armado.

= Piezas. Mostramos las piezas del tetraedro en la Figura 2.2.

» Instrucciones de pegado. Damos el conjunto de vértices V, aristas A y caras C de la
siguiente manera:

V'={w,x,y,z}
A/ = {a,ﬁ,y,5,€,n}
C'=1{A,B,C,D}.

Mostramos las instrucciones de pegado en el siguiente diagrama.
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En el diagrama anterior, a cada cara de C' le asociamos tres aristas via, ly, [1, I, a cada arista
de A’ le asociamos dos vértices via vy, v; y también a cada cara de C’ le asociamos tres vértices
via Vo, U1, V2.

Este diagrama también se puede ver como funciones que asocian a cada cara tres aristas, a



cada arista dos vértices, etc. Esto se muestra a continuacion.
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2.2. COMPLEJOS SIMPLICIALES EUCLIDIANOS

Empezamos dando algunas definiciones.

Definicién 4. Un subconjunto C c R" se dice convexo si para todo x,y € Cy todo t € [0,1] se
cumple que L(f) =tx+(1-t)yeC.

Definicién 5. La envolvente convexa E, de un subconjunto X < R” es el menor convexo que
contiene a X, i.e., si A es un conjunto convexo tal que contiene a X, entonces Ex C A.

Definicién 6. Si vy, v1,..., v € R”, decimos que estdn en posicién general (o afinmente inde-
pendientes) si los vectores v; — vy, V2 — Vo, ..., Vx — Vg Son linealmente independientes.

Definicién 7. Dados vg, v1,..., vr € R"” en posicién general, lamamos a su envolvente con-
vexa un simplejo de dimensién k o un k—simplejo. Los puntos vy, vy, ..., Vx son llamados los
vértices del simplejo.

Se tiene ademas el siguiente teorema.

Teorema 8. Un punto x estd en la envolvente convexa de V = vy, v1,..., Uy Si y solo si puede
escribirse como combinacion lineal de los elementos de V, i.e.,

X=AgUo+...+ A
conl;€ IRny:O)Li =1.
Los coeficientes A; se llaman coordenadas baricéntricas.

Definicién 9. Definimos el n—simplejo estdndar como

A, = {(xo,...,xn) e R™*!

n
inzl,xizo .
i=1



Figura 2.3: El 0-simplejo estdndar Figura 2.4: El 1-simplejo estandar

\

Figura 2.5: El 2-simplejo estandar

Note que las caras de un simplejo en R” son las envolventes convexas de subconjuntos de su
conjunto de vértices.

Las caras que no coinciden en el simplejo se llaman caras propias. Decimos que una cara es
una r-cara si es un r-simplejo.

Ejemplo 10. Mostramos algunos simplejos y escribimos sus caras asociadas.

Vo

Un 0-simplejo tiene una 0-cara, él mismo.

Un 1-simplejo digamos {vg, v1} tiene dos caras propias (0—simplejos), a saber, {vg} vy
{v1} y una cara no propia {vg, v1} que es un 1—-simplejo.




Un 2—-simplejo digamos {vg, 1, v»} tiene tres 0—caras (propias) a saber, {vo}, {v1}, {v2};
también tiene tres 1—caras (propias) {vo, 11}, {vo, V2},{v1, V2} Y una 2—cara (no propia)
que es {vg, V1, U2}.

Un 3—simplejo digamos {vy, v1, 12, v3} tiene cuatro 0—caras a saber {vg}, {v1}, {12}, {vs};
tiene seis 1—caras {vy, v1}, {vo, 2}, {vo, U3}, {v1, 12}, {v1, U3}, {12, v3}; también tiene cua-
tro 2—caras que son {vy, v1, U2}, {vg, V2, 3}, {v1, U2, U3}, {vo, 11, V3} ¥ una 3—cara, a saber
{vo, v1, V2, U3}

Definicién 11. Un complejo simplicial euclidiano es un conjunto finito K de simplejos de R”
tales que:

= Siunsimplejo A € K, entonces todas sus caras estdn en K.
= Sidos simplejos en K se intersectan, lo hacen en una cara comun.

La dimensién de K es la méxima dimensién de sus simplejos.

Sea [n] :=1{0,1,...,n}.

Sea A el n—simplejo generado por los (n+1) puntos en RY, vy, v1,..., v,. A cada subconjunto
I < [n] con |I| = k+ 1 asociamos la i-ésima cara de A dada por la envolvente convexa de
{Vig» Viyy ooy Vi 2 1 € 1L

A veces conviene reemplazar a I < [n] por una funcién mondétona creciente

filk] — [n]
conimagen I.

Ejemplo 12. Las 1-caras del 3-simplejo generado por vy, vy, v, V3.

(1] ——[3] (1] ——[3] (1] —=3 (1] ——[3]
0——0 0——0 0——0 0 0
l——1 1 1 1 1 1\1
2 \2 2 2\2
3 3 3 3 3



(1] — (3] (1] — [3]

0 0 0 0
\

1 1 1 1

2 2

3 3

Sea S un complejo simplicial euclideano. Sea X}, el conjunto de k—simplejos de S. Entonces
S se obtiene pegando simplejos de la siguiente manera:

= Paracadapar (n, I c [n]) con |I| = k+1 se tiene una funcién X, — X que especifica cual
k—simplejo debe ser identificado con la I—ésima cara del correspondiente n—simplejo.

= Mads precisamente: Sea f: [k] — [n] la funcién mondétona creciente que corresponde a
I, (i.e., f([k])=I) y sea X(f) : X, — X la correspondiente funcién de pegado. La familia
{X(f)} debe cumplir que :

X(id)=id

X(gof)=X(foX(g).

Esto significa que a diferentes elementos de X, les corresponden diferentes simplejos
y que 'la cara de una cara es una cara.

Ejemplo 13. (Complejos Simpliciales Euclidianos)
= Todo simplejo en R” junto con todas sus caras

= El conjunto de todas las caras propias de un k-simplejo en R" es un complejo simplicial
euclidiano de dimensién k — 1. (Es la frontera del k-simplejo.)

= El poligono regular contenido en R? con vértices en las n-ésimas raices de la unidad.
= Los sélidos platénicos.

Definicién 14. Una funciéon f : K — L entre complejos simpliciales euclidianos es llamada
simplicial si la imagen de cada simplejo en K es un simplejo en L y la restricciéon de f a
cualquier simplejo de K es lineal.



2.3. COMPLEJOS SIMPLICIALES ABSTRACTOS.

Definicién 15. Un complejo simplicial abstracto es una pareja K = (X, ®) dada por un con-
junto finito X y una coleccién de subconjuntos no vacios de X que denotamos por @ tales
que:

= Paratodo x€ X, {x} € ®
= Paratodo o € ®y paratodo o’ € o con o’ # @, se cumple que o’ € P.

Los elementos de X son los vértices de K y los elementos de ® son los simplejos de K. Note
ademads que si o es un simplejo de K, todo subconjunto no vacio de o es una cara de o. Por el
segundo inciso de la definicién, tenemos que todas las caras de simplejos en K son simplejos
de K. Definimos la dimensién de K como la dimensién méxima de sus simplejos.

Ejemplo 16. Eltetraedro T = (X, D).
Tenemos que
X={w,x,y,z}

® = {{w}, {x}, {(y}, {=}, {w, 1}, {w, Y}, {w, 2}, {x, 3, {x, 2}, {y, 2} {x, y, 2w, 3, 28, {w, x, 28, {w, x, 3}

Note que 'ordenamos’ al conjunto ® de tal manera que primero aparecen los 0-simplejos,
después los 1-simplejos y finalmente los 2-simplejos. Y se observa que T = (X,®) cumple
con la definicién de ser un complejo simplicial abstracto.

Definicién 17. Un morfismo de complejos simpliciales
[f:K=X®)—-L=(Y,¥)
es una funcién de conjuntos f : X — Y tal que para todo o = {xp, x1,..., X} € ® se cumple que

fo@) =1{f(x0), f(x1),... f(xr)} €.

2.4. REALIZACION GEOMETRICA.

Como K tiene un nimero finito de vértices, digamos n, podemos hacerlos corresponder con
los vectores de la base estdndar de R”. Entonces tomamos las envolventes convexas en R” de
los vectores que corresponden a simplejos de K para obtener un complejo simplicial eucli-
diano K’ = R" asociado a K.

Ejemplo 18. Pongamos K = (X, ®), X = {x], xp, x3}, y definamos a ® < 2X como
@ = {{x1}, {x2}, {x3}, {x1, X2}, {x2, x3}}.

Entonces la realizacién geométrica de K se muestra en la figura 2.1.
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£] = I]

Figura 2.6: Realizacién geométrica.

2.5. CONJUNTOS SIMPLICIALES.

Definicién 19. Un conjunto simplicial es una familia de conjuntos X. = {X;} ,en V funciones
X(f) : X5, — X, una para cada funcién f : [m] — [n] no decreciente tales que las siguientes
condiciones se satisfacen

X(id) =1id,
X(go f)=X(f)oX(g.

Aqui hay que notar que la tinica diferencia con la informacién de pegado de un complejo
simplicial euclidiano es que f no es necesariamente una funcién estrictamente creciente.
Los elementos de X, para cada n € N son llamados n—simplejos.

Para cualquier funcién no decreciente f : [m] — [n] definimos la “ f—ésima cara” A f como
la aplicacion lineal entre los simplejos estdndar Ay: A, — A, que manda cualquier vértice
e € Ay, en el vértice ef(;) € Ap.

Aqui, los A, son n—simplejos estandar.

Contrario a la situacion de los complejos simpliciales euclideanos, A r no necesariamente es
un encaje; si f no es estrictamente creciente, entonces A ¢ decrece la dimension al identificar
algunos vértices de A .

Ejemplo 20. Considere f: [2] — [3] dada por

fO)=f1)=0

f@=1.

11



Definicién 21. La realizaciéon geométrica | X.| de un conjunto simplicial {X} es el espacio
topolégico con conjunto subyacente

L] (A x Xa)/R

n=0
donde R es la relaciéon de equivalencia més débil que identifica los puntos (s, x) € A, xX, y
(t,y) € A x X si
y=X(flx, s=Ap0)

para alguna funcién no decreciente f : [m] — [n]. Escribiremos esta condicién como
(&, y) = (s,%).
La topologia en | X.| es 1a mds débil para la cual la factorizacion por R es continua.

Ahora mostraremos los morfismos de conjuntos simpliciales.

Sean X, X' conjuntos simpliciales. Una aplicacion simplicial F : X — X' es una familia de
aplicaciones F, : X, — X,, para n =0, 1,... que satisfacen la siguiente condicién: para cada
funcién no decreciente f : [m] — [n] el diagrama

X En X/
n n
X(f)l lX’(f)
F
Xp —— X,

es conmutativo.
Tenemos que F induce una aplicacién continua en las realizaciones geométricas:

|Fl:1X] — X'
Sea
Fi|l Janx X —| |Anx X,
n n
dada por
F(s,x) = (s, Fn(x)).

Se puede ver que F~ manda puntos equivalentes en puntos equivalentes, por lo tanto induce
la aplicacién |F|. Se puede ver también que |id| =id y |F o G| = |F|o|Gl|.

Ejemplo 22. Considere el 0—simplejo y el 1-simplejo dados respectivamente por Xy = {w.x.y.z}
v X1 ={(w, x), (w, y), (w, )}, donde entendemos a, digamos, (w, x) como el simplejo ordenado
{w, x}.

le’Xo le’Xo
(W, x) — w (W, x) — x
(w,y) —w (w,y)—y
(w,2)— w (w,z)— z

Ejercicio. Encontrar la realizacién geométrica del conjunto simplicial Xy = {w, x,y,2}, X1 =
{(w, x), (w, y), (x,2), (3, 2}, Xo = {(w, x, y)}.

12



3. TEORIA DE CATEGORIAS.

3.1. CATEGORIAS

Definiciéon 23. Una categoria € consiste de una clase de objetos y para cada pareja ordenada

de objetos (A, B) un conjunto de morfismos % (A, B) con dominio Ay codominio B.

Si f e 6(A, B), escribimos f: A— B.
Para cada terna de objetos A, B, C existe una funcién

C(A,B)x€6(B,C)—€6(A,0C)
que asocia a cada pareja de morfismos f: A— B, g: B — C su composicion:
gof:A—C.
Se satisfacen los siguientes axiomas:
= (Asociatividad.)Si f: A— B, g: B — C, h:C — D entonces
ho(gof)=(hog)of:A— D.
= (Identidad.) Para todo objeto B, existe un morfismo
1p:B—B
talquesi f: A— B,y g: B— C entonces
lgof=f,

golp=g.

Ejemplo 24. Se muestran algunas categorias sefialando sus objetos y morfismos.

= Sets;
* Objetos: Conjuntos

* Morfismos: Sets(A, B) = {f : A— B funciones}

= Top;
* Objetos: Espacios topolégicos.

* Morfismos: Top(X, Y) ={f : X — Y aplicacién continua }

= EV;
* Objetos: Espacios vectoriales.

e Morfismos: EV(V, W) ={T : V — W transformacion lineal }

s Gr;

13



e Objetos: Grupos.
* Morfismos: Gr(G, H) = {¢p: G — H homomorfismo de grupos }

= R-mod; Sea R un anillo.
* Objetos: M6dulos izquierdos.

* Morfismos: R-mod(X, Y) = {¢: X — Y homomorfismo de R-mé6dulos }

= Pset;
* Objetos: Conjuntos parcialmente ordenados.

* Morfismos: Pset(X,Y) = {f : A— B aplicacién monétona }
= Csimp;
* Objetos: Complejos Simpliciales.
* Morfismos: Csimp(K, L) = {f : K — L aplicacién simplicial }
Definicién 25. Decimos que una categoria € es pequeiia si objé es un conjunto.
Ejemplo 26. Mostramos ejemplos de categorias pequenas.

= Sea G un grupo. Definimos una categoria ¢ por objé = {*}, homg{x*, *} = G. La com-
posicién la consideramos igual al producto de G y la identidad es e € G. Decimos que
4 es la categoria asociada a G.

= Sea X un espacio topolégico. Definimos una categoria & con obj& = X y homg (x, y)
el conjunto de clases de homotopia de caminos continuos y : [0,1] — X con y(0) = x
y (1) = y. La composicién se define como la concatenacién usual entre caminos y la
identidad es el camino constante con valor x.

Definicién 27. Para una categoria €6, y f € 6 (A, B), decimos que f es un isomorfismo si
existe g € € (B, A) tal que
gof=1a
ng =1p.
3.2. FUNTORES.

Dadas dos categorias € y 2 un funtor covariante T : € — 2 asocia a cada objeto A € € un
objeto T'(A) € 2 y a cada morfismo f: A— B en % le asocia un morfismo T(f): T(A) — T(B)
(obien T(f): T(B) — T(A)) tal que:

= T(1a) =171
" T(gof)=T(g)oT(f),(obien T(go f)=T(f)oT(g)).

Definicién 28. Sea F : ¢ — 2 un funtor. Decimos que F es

14



= fiel, si para cada A, B € obj%, el mapa F : hom« (A, B) — hom« (FA, FB) es inyectivo.

= plena, si para cada A, B € obj%, el mapa F : hom« (A, B) — home (FA, FB) es suprayec-
tivo.

Definicién 29. Una categoria concreta es un par (¢, U) tal que
= % esuna categoria
= U: ¥ — Setes un functor fiel.
Ejemplo 30. Mostramos algunos ejemplos de categorias concretas.

= Si € es una categoria concreta, existe un functor € — Set, que manda un objeto A en
%, que es un conjunto con estructura, a el mismo conjunto pero sin estructura. Este
funtor se llama funtor de olvido.

= El funtor que va de Set — Top que dota a un conjunto con la topologia discreta.

Ejemplo 31. Ejemplo de categoria no concreta.

Considere la categora hTop cuyos objetos son espacios topolégicos y dados X, Y espacios
topolégicos, los morfismos de hTop son todas las clases de equivalencia de una funcién con-
tinua f : X — Y donde la equivalencia estd dada por la homotopia, i.e., todas las funciones
homotdpicas a f. Esta categoria no es concreta, pues los morfismos no son funciones si no
clases de funciones.

3.3. TRANSFORMACIONES NATURALES

Podemos comparar funtores. Sean T1, T : € — 2 dos funtores de la misma varianza (varian-
tes o covariantes).

Definicién 32. Una transformacién natural ¢ entre Ty y T», digamos ¢ : Ty — T» asocia a
cada objeto A de C un morfismo

¢(A): Th(A) — T»(A)

en D de tal manera que para cada morfismo f : A — B el siguiente diagrama

T(f)

r e
B(A) l l¢(3)
T (f)
2 e

es conmutativo.
Si ¢p(A) es isomorfismo se llama equivalencia natural.

Ejemplo 33. Ejemplo de transformacion natural.

15



Considere la categoria Gr cuyos objetos son los grupos, y sus morfismos son los homomorfis-
mos de grupos. Considere el funtor identidad idg; que manda a cada objeto (G, *) en (G, *) y
cadamorfismo f:G— Hen f:G— H.

Por otro lado considere el funtor ° que manda a cada objeto (G, *) en (G°P, x°P), donde
G°P = Gy para cada a,b € G = G°?P se cumple que a *°P b = b * a. Note que (G°P, x°P) es un
grupo.

Ademas, a cada morfismo f: G — H lo manda a f°? = f: G — H. Ciertamente, f°” es un
morfismo -que en este caso es un homomorfismo de grupos- como podemos ver a continua-
ci6on:

fPa=°? b)=f°P(b*a)
=f(b*a)
=f(b)* f(a)
=f(a) *°P f(b)
=f°P(a) «°P f°P (b).

Ahora proponemos a la que cumplira el papel de transformacién natural entre idg; y °7, a
saber ng: idgr —°P dada para cada G € Gry a € G por ng(a) = a~'. Es claro que 1G €s un
homomorfismo de grupos.

Ahora sea f : G — H un homomorfismo. Tenemos que para cada a € G tenemos que f(a) =
h para algin h € H. Luego ny(f(a)) = ng(h) = h™!. Por otro lado, ng(a) = a 'y f(a™') =
f@1™ =h"

Asi tenemos que para cada f : G — H el siguiente diagrama

ﬂcl lTIH
for

Gor L gop

es conmutativo y por tanto 7 es una transformacién natural entre idg, y °.

4. OBJETOS SIMPLICIALES

4.1. LA CATEGORIA A

Los objetos de A son los objetos de la forma [n] = {0, 1, ..., n} los cuales estdn ordenados con
el orden usual entre enteros. Un A—morfismo « : [m] — [n] es una funcién monénota no

16



decreciente. Se permiten valores iguales, por ejemplo

a:[2] —[3]

0 0

N

]——1

2 2

N

3

El conjunto de A—morfismos de [m] a [n] se denota § ([m], [n]) y si nos referimos alos A—morfismos
inyectivos o sobreyectivos ponemos respectivamente Ainj (Iml,[n])y ASHJ ([m], [n]).

Definicion 34. El morfismo cara 6:.” :[m—1] — [m] se define param=1y0<i < mpor
5m = j, sij<i
! j+1, sij=i.
El morfismo cara 67" es el tinico morfismo inyectivo de [m — 1] a [m] tal que el nimero i no

estd en la imagen.

Ejemplo 35. Considere a las funciones 6% 1 [1] — [2] y6*i’ : [2] — [3] dadas por

87 :[1]—=121  &7:[2] —= 3]
0—0 0——0
1 1

\ 1 \ 1
2 2 \ 2
3
Los morfismos cara generan a los morfismos inyectivos, de hecho de manera tinica si se pide
una condicién.

Proposicién 1. Todo A—morfismo inyectivo a € A" ([m], [n]) tiene una representacion tinica

a=06"o0..08""1
In Im+1

que satisface larelacion ip > ip—1 > ... > ipe1.
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Demostracion. El conjunto de indices {i;;+1,-..,in} €s exactamente la diferencia [n] — a([m]),
es decir, el conjunto de niimeros donde falla la suprayectividad. O

Ejemplo 36. El morfismo « : [2] — [5] con imagen {0,2,4} se puede escribir como a = 5630,

& 51 5

(2] (3] (4] (5]
0 0 0 0
1 1 1 1

Tenemos ademads que si dos morfismos cara estdn compuestos en el orden equivocado se
pueden intercambiar:

5,‘05]' :6j+106,-,sij2 i.
Ejemplo 37. Tenemos la siguiente igualdad entre morfismos cara

81085 =830063.

(2] i (3] i (4] (2] i (3] i> (4]

0 0 0 0 0 0
1——1 1 1 1——=1
2 2\2 2\2—>2
\3\3 \3 3
\ \
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Iterando esto podemos calcular por ejemplo
50062 064 056 =59056063 060

que se puede corroborar via la siguiente cadena de igualdades:

60062004006=03000004006
=63005000006
=063005007009
=0g00300700)
=0g00g00300¢
=0g900g00300).

Definicion 38. El morfismo degeneracionn?”: [m+1] — [m] se defineparam=0y0<i<m
por:

m_ | b sij<i
M= j+1, sij>i.
El morfismo degeneracién 1" es el tinico morfismo suptrayectivo de [m + 1] a [m] tal que el
numero i tiene dos preimdagenes.

Ejemplo 39. Mostramos los siguientes morfismos degeneracion.

1

PN R NS

0——0 0——0
]——1 ]——1
/

2 2——2

Los morfismos degeneracién generan a los morfismos suprayectivos de manera tnica si se
pide una condicion.

Proposicion 2. Todo A—morfismo suprayectivo « € AST "([m],[n]) tiene una expresion tinica
n m-1
= . O o .
a=mn; o...on;

que satisface larelacion ip <ipy1 <...<ip-1.
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Demostracion. El conjunto de indices {iy,...,i;;—1} es exactamente el conjunto de indices j
tales que a(j) = a(j + 1), es decir, los indices donde falla la inyectividad. O

Ejemplo 40. El morfismo

[5]

—[2]
—0
/1
/2

7

5

5
0
1
4

se puede escribir como a = n(z) o 173 ° n‘é como se puede observar a continuacién
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Si dos morfismos degeneracion estdn compustos en el orden equivocado se pueden inter-
cambiar de la siguiente manera:

nienj=mnjoni+1
sii=j.
Ejemplo 41. Los morfismos degeneracion se pueden intercambiar.

2 3

4 e (31— 4 3 s g
0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1
2/2—>2 2—>2/2
3/3/ 3—>3/
4/ 4/

Iterando este proceso podemos calcular por ejemplo:
N30173012012 =1]2°T]3°T]5°1)¢

de la siguiente manera:

73013012012 =1]301]401)201)2
=T1307201501)2
=1]2014015071)2
=1]201)401)201)6
=1)201)201)501)6
=T]201]301]5016.

Luego tenemos la siguiente

Proposicién 3. Todo A—morfismo a puede ser A—descompuesto de manera tinica;
a=poy

con B inyectivo yy suprayectivo.
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Demostracion. El A—objeto intermedio [k] necesariamente satisface k+1 = |Im(a)|. Las con-
diciones en los indices dan la unicidad de Sy y. O

Ejemplo 42. Descomposicién de un A—morfismo.

(3] ——[5] (3] —— [2] —— [5]
0——0 0 0 0
l——1 1 1 1
2 2 2——2 2
3>:3 3/ \3

4 4

5 5

Corolario 1. Todo A—morfismo a : [m] — [n] tiene una expresion tinica
a=06;,0...00;,,°Nj0°...01j, |
que satisface las condiciones i, > ... > g1 Y jrk <--- < jm-1-

Finalmente, silos morfismos cara y degeneracion estdn compuestos en el orden equivocado,
se pueden intercambiar de acuerdo a la forma siguiente:

id, sij=ioj=i+l
nl'O(sj: 6]'_101]i, Sij2i+2
6joni—1r Sl]<l.

Estas relaciones de conmutacién pueden usarse para comvertir cualquier composicién de
morfismos cara y degeneracion en las expresiones canénicas:

aj=’[79066017306701790580’[]60620’[]4069 2570560dlta20n20n40n6_

Esta relacién significa que la imagen de a no contiene a {2,6,7} y a(2) = a(3), a(4) = a(5) y
a(6) = a(7).

22



4.2. CONJUNTOS SIMPLICIALES

Definicién 43. Un conjunto simplicial es un funtor contravariante X : A — Sets, es decir, una
coleccidn { X} ,en de conjuntos y colecciones de funciones {X((S;”) 2 Xm — Xm-1}m=1,0=i<m ¥
{X (n?’) : Xm — Xm-1tm=1,0<i<m que satisfacen las siguientes relaciones de conmutatividad:

X(01)oX(©6j)=X(6j)oX(biv1),sii=]
XMi)oX(nj)=XMjr)oX(mi), sij=i
XGoXmy) =id, sii=j,j+1
X(©i)oX(nj)=XMmj-1)oX(6),sij>i
X(61)oXMmj)=XMj)oX(bi-1), sii>j+1.

Si @ es un A—morfismo arbitrario, es suficiente expresar a « como composicién de morfismos
caraydegeneracion, laimagen X (a) es la composicién de las imagenes de los correspondien-
tes X(6;) y X(n;). Las relaciones anteriores garantizan que la definicién es coherente.

4.3. SIMPLEJOS SINGULARES.

Sea Y un espacio topolégico. Podemos asociar a Y un conjunto simplicial llamado el conjun-
to simplicial de simplejos singulares.

Definicién 44. Un n—simplejo singular de Y es una aplicacién continua del n—simplejo es-
tdndara Y dadoporp:A, — Y.

Sea SX,, el conjunto de todos los n—simplejos singulares de Y paran=0,1,....
Dada f: [m] — [n] tenemos A¢ : Ay, — Ay definimos X(f) : SX, — SX;, dada por
_ . Ag p
X)) =poAf:ilpy—5 A, =Y.

Este conjunto simplicial es el origen de la homologia singular de espacios topolégicos.
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