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Capitulo 1

Introduccion

La teoria de Grupos de Lie fué creada a partir de 1873 por el matematico
noruego Sophus Lie (1842-1899). Los grupos de Lie son muy importantes pues
estan relacionados con muchas ramas de las mateméticas como lo muestra el
siguiente diagrama tomado de [3, BII]:
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Como su nombre lo indica, este curso es una breve introduccién a dicha
teoria. Se estudiaran los grupos de matrices, que son los ejemplos més sencillos
de grupos de Lie. Las presentes notas siguen muy de cerca los primeros cuatro

capitulos de [2]. Otras buenas referencias son [6, 5, 4, 1].

Las presentes notas se encuentran disponibles en la siguiente direccién:

http://www.matcuer.unam.mx/~jlcm.

Cualquier sugerencia para mejorarlas serd bienvenido (jlcm@matcuer . unam.mx).




Capitulo 2

Preliminares

2.1. Grupos

Un grupo G es un conjunto no vacio, junto con una operaciéon binaria,

es decir, una funcién

2 GxG =G,

en donde se satisfacen las siguientes propiedades:

1.

La operacién es asociativa, es decir, para todo a,b,c € G tenemos (de-
notando al elemento -(a,b) € G por a - b)

(@-b)-c=a-(b-c).
Existe un elemento identidad e € G, es decir, tal que para todo a € G
tenemos e-a=a-e=e.

Existen los inversos, esto es, para todo a € G existe un elemento que

denotaremos por a=! € G talquea-a~ ! =a"l-a=ce.

De las propiedades anteriores se puede demostrar que un grupo posee tnica-

mente un elemento identidad y que cada a € G tiene un dnico inverso.
Ejemplos:

1.

El conjunto Z de los nimeros enteros es un grupo bajo la adicién, el
elemento identidad es el 0 y el inverso de a es —a.

Sin embargo, Z no es un grupo bajo la multiplicacién, pues a pesar de
que dicha operacién es asociativa y tiene al 1 como elemento identidad,
no existen los inversos.

El conjunto Q de los nimeros racionales es un grupo bajo la adicién.
El conjunto Q \ {0} es un grupo bajo la multiplicacién.

El conjunto R de los niimeros reales con la adicién.



5. El conjunto R = {z € R |z > 0} de los nimeros reales positivos forma
un grupo bajo la multiplicacién.

6. El conjunto R\ {0} bajo la multiplicacién.
7. El conjunto R™ forma un grupo bajo la operacién de adicién de vectores.

8. El conjunto de todas las biyecciones de un conjunto de n elementos bajo
la composicién forma un grupo.

Un grupo es abeliano si todos sus elementos conmutan entre si. De los
ejemplos anteriores, todos son abelianos excepto el dltimo.

De las funciones entre dos grupos, nos interesan las que preservan las opera-
ciones.

Sean Gy H dos grupos. Una funcién o: G — H es un homomorfismo si
para toda a,b € G tenemos

o(ab) = o(a)o(b).
Es facil demostrar que un homomorfismo manda a la identidad en G a la
identidad en H y que también manda inversos en inversos.
Un homomorfismo que es biyectivo se llama isomorfismo y decimos que dos
grupos son isomorfos si existe un isomorfismo entre ellos. Dos grupos isomorfos
son esencialmente iguales.

2.1 Ejemplo. Como ejemplo encontraremos un homomorfismo entre los ejem-
plos 4 y 6 descritos anteriormente que nos relaciones las operaciones de adicién
y multiplicacién en los reales, es decir, una aplicacién ¢: R — R\ {0} tal que

Pz +y) =o()o(y),  ¢(0) =1.

Queremos encontrar a ¢ explicitamente, para lo cual, consideremos su derivada

§0) = tig TR =)
o 9@)0(h) — 6(2)
h—0 h
_ ¢(h) —
= lim ¢(z) =
- o) i %
Noétese que ®
; ¢h _1_ !
lim 52— = ¢(0),

entonces
¢'(z) = ¢'(0)¢().
Resolviendo esta ecuacién diferencial obtenemos que
p(z) = e
donde ¢ = ¢'(0). Este ejemplo nos muestra que para estudiar los homomorfismos
es muy util contar con el concepto de derivada.



2.2. Cuaternios

Recordemos que un campo k es un conjunto que tiene operaciones de adicién
y multiplicacién que satisfacen las siguientes propiedades:

1. Propiedad distributiva:

a(b+ ¢) = ab + ac.
2. k es un grupo abeliano bajo la adicién, donde la identidad es denotada
por 0.
3. k\ {0} es un grupo abeliano bajo la multiplicacién.

Los ejemplos mas comunes de campos son los nimeros racionales Q, los
nimeros reales R y los ndmeros complejos C. Recordemos que podemos inter-
pretar a los niimeros complejos como al conjunto R? dotado de una multipli-
caciéon que junto con la adicién de vectores extiende las operaciones de R para
dar a R? estructura de campo.

Veamos que no es posible extender las operaciones de C para dar a R3
estructura de campo:

2.2 Proposicién. A R® no se le puede dar estructura de campo.

Demostracién. Sea {1,i,5} una base para R®, entonces para todo a € R3
a=a+bi+cj con a,bceR
Si extendemos la multiplicacién de C a R® deberemos tener

ij=a+bi+cj con a,bc€R,

y asi
i(ij) = ai — b+ cij
—j=ai—b+cla+bi+cj)
—j = (ac = b) + (a + be)i + c?j
lo cual implicarfa que ¢ = —1, contradiciendo el hecho de que los coeficientes
son reales. O

Sin embargo, es posible definir una multiplicacién en R* que extiende las
operaciones de C, pero debilitando la condicién (3), pidiendo tnicamente que
R*\ {0} sea un grupo bajo la multiplicacién, sin la condicién de que sea abeliano.
A continuacién describiremos dicha multiplicacién.

Sea 1, i, j, k una base para R*. Definimos el producto de los elementos de la
base mediante las siguientes relaciones

2= =kr=-1

L : : . (2.1)
j=—ji=k jk=-kji=k ki=—ik=]j.



Con lo anterior podemos multiplicar cualquier cuddrupla de nimeros reales:

(a+ib+jec+kd)(z +iy + jz + kw) =
(ax — by — cz — dw) + i(ay + bz + cw — dz)
+j(az + cx + dy — bw) + k(aw + dz + bz — cy).

A R? con esta multiplicacién lo denotaremos por H y es llamado los cuater-
nios. Es facil verificar que esta multiplicacién extiende la multiplicacién de los
complejos C tomando ¢ =0 =d y z = 0 = w en la férmula anterior. También es
facil ver que dicha multiplicacién se distribuye con respecto a la adicién. Para
ver que el conjunto de los elementos distintos de cero forman un grupo bajo la
multiplicacién solo basta mostrar que todo elemento p = x+iy + jz + kw distinto
de cero, tiene un inverso multiplicativo. Un cuaternio p = = + iy + jz + kw tiene
un conjugado p = z — iy — jz — kw. Entonces pp = ||p||?, donde la norma, es
la norma usual de R*. Por lo tanto, para todo cuaternio p distinto de cero, su
inverso puede escribirse como p~! = ﬁ.

Por lo tanto los cuaternios satisfacen las propiedades de campo, salvo por el
hecho de que la multiplicacién no es conmutativa.

Podemos hacernos la pregunta en general. ; Para cuales valores de n podemos
dotar a R™ con un producto

R xR* - R
sin divisores de cero? El siguente teorema nos da la respuesta.

2.3 Teorema. Las unicas dimensiones para las cuales se puede definir una
multiplicacion - : R® x R® — R™ de manera que no se tengan divisores de ceros
sonn=1,2,4y8.

Dichos productos corresponden a R, C, H y el caso n = 8 es conocido como
nimeros de Cayley u octonios en el cual se ha pagado un precio maés alto,
la multiplicacién ya no es asociativa, aunado a la no conmutatividad.

2.3. Vectores y Matrices

En esta seccién definiremos vectores y matrices con entradasen R, CoH y
para hacerlo de manera unificada escribiremos F € {R, C, H}.

Sea F" el conjunto de todas las n-adas ordenadas de elementos de F, y defin-
imos la adicién de dos elementos de ™ de la manera usual, es decir, mediante
la suma de las entradas respectivas de dichos elementos. Como la adicién de los
elementos de F es conmutativa, tenemos que con esta adicién F" es un grupo
abeliano con identidad (0,0,...,0).

Ademsds, sic e Fy x = (z1,...,2,) € F* definimos

cx = (cxy,...,CTy) (2.2)

xze = (21€¢, ..., TpC). 2.3



En el caso de que F sea R o C, como la multiplicacién es conmutativa, es-
tas definiciones coinciden, y junto con la operacién de adicién, le dan a F™ la
estructura de espacio vectorial usual.

Relajando la definicién usual de espacio vectorial que insiste en que F sea un
campo, podemos hacer lo mismo con F = H, pero tenemos que tener en cuenta
que en este caso (2.2) y (2.3) no coinciden, pues la multiplicacién en H no es
conmutativa, por lo tanto tenemos que escoger una de ellas. Aunque no sea
lo usual, escogeremos (2.3), pues esto nos permitird mas adelante, multiplicar
matrices con vectores de la manera usual.

Por la misma razén, también tenemos que modificar nuestra definicién usual
de aplicacién lineal y pedir que la multiplicacién por escalares se haga por la
derecha.

Decimos que una aplicacién ¢: F* — F” es lineal si para todo ¢,d € F y
z,y € F" tenemos que

d(zc +yd) = ¢(z)c + ¢(y)d.

En particular podemos ver (haciendo ¢ = d = 1) que una aplicacién lineal es un
homomorfismo del grupo aditivo de F”.

Es facil ver que la composicién de dos aplicaciones lineales es nuevamente
una aplicacién lineal.

A continuacién, como es usual en dlgebra lineal, relacionaremos las aplica-
ciones lineales con matrices, pero tenemos que tener cuidado con algunos de-
talles para considerar que en el caso de los cuaternios la multiplicacién no es
conmutativa.

Sea M, (F) el conjunto de matrices n x n con entradas en F. Si M € M, (F)
y M = (m;;) (m;; € F), podemos definir una aplicacién lineal ¢(M) de la
siguiente manera;:

¢(M)(z) = Mz,

donde x € F" es visto como un vector columna y el producto es la multiplicacién
usual por la izquierda de una matriz por un vector columna. Es facil ver que
la aplicacién definida de esta manera es lineal en el sentido que hemos definido
anteriormente, es decir, con la multiplicacién escalar por la derecha.

Notese ademads, que de haber definido la multiplicacién escalar de la manera
usual por la izquierda, la aplicacién ¢(M) no serfa lineal en el sentido usual, si
la multiplicacién no es conmutativa, como en el caso de H.

Reciprocamente, dada una aplicacién lineal ¢: F* — F* podemos encontrar
una matriz M n x n tal que ¢ = ¢(M). La primer columna de M es la n-ada
¢(1,0,0,...,0), la segunda columna de M es ¢((0,1,0,...,0) y asi sucesiva-
mente.

Notese que si la matriz A da la aplicacién lineal ¢ y la matriz B da la
aplicacién lineal 9, entonces la matriz BA da la aplicacién v o ¢.

Una aplicacidn lineal es un isomorfismo si es inyectiva y suprayectiva. En-
tonces ¢! es también un isomorfismo lineal y ¢ o ¢~! = identidad = ¢~ o ¢.
Para las matrices correspondientes esto significa que M (¢~ )M(¢) = I =
MM (p)M(¢71), de tal manera que M (¢~ !) es un inverso bilateral para M (¢).



Daremos al conjunto M, (F) estructura de espacio vectorial de la siguiente
manera:

1. Sia = (ai;) y B = (bij), entonces
A+ B = (aij + bij);
2. Si A =(a;;) y c €F, entonces
cA = (casj).

Nétese que M, (F) no solamente es un espacio vectorial, pues posee una
multiplicacién que se distribuye respecto a la suma por ambos lados y ademds
tiene un identidad multiplicativa (la matriz identidad). Un sistema como este
es llamado un algebra.

Si A es un dlgebra, un elemento z € A es una unidad si existe alguna y € A,
tal que zy = 1 = yz, es decir, si tiene un inverso multiplicativo.

De la definicién anterior, es inmediato ver que si A es un algebra con multi-
plicacién asociativa y U es el conjunto de sus unidades, entonces U es un grupo
bajo la multiplicacién.

Un Grupo de Lie de Matrices es un subgrupo del grupo de unidades del
dlgebra de matrices M, (IF).

2.4. Grupos Generales Lineales

Nuestros primeros ejemplos de grupos de Lie de matrices son los grupos
generales lineales que son los siguientes:

s El grupo de unidades en el dlgebra M, (R) es denotado por GL,(R).
s El grupo de unidades en el dlgebra M, (C) es denotado por GL,(C).
= El grupo de unidades en el dlgebra M,,(H) es denotado por GL,, (H).

Nétese que A € M, (F) es una unidad si y s6lo si A representa un isomorfismo
de F™.

Una matriz 1 x 1 sobre F es solamente un elemento de F y la multiplicacién
de dichas matrices es la multiplicacién como elementos de F. Como la tercera
propiedad que define a F nos dice que F\ {0} es un grupo, tenemos que

GL,(R) = R\ {0}
GL,(C) =C\ {0}
GL,(H) = H\ {0}.

Para los casos de R y C, tenemos la funcién determinante definida en M, (R)
y M, (C) y sabemos que una matriz es invertible, es decir tiene un inverso, si y
sélo si su determinante es distinto de cero, es decir

GL,(R) ={ae M,(R) |det A#0}
GL,(C) ={a€ M,(C) |det A#0}.



Dado que el producto de cuaternios no es conmutativo, no es posible definir un
determinante convencional en este caso, sin embargo, es posible definir un de-
terminante con valores complejos para la matrices con entradas cuaterniénicas,
de tal modo que éstas sean invertibles si y sélo si dicho determinante es no nulo.
Para ello, definiremos un homomorfismo inyectivo

¥: GL,(H) - GLy,(0),

por lo tanto, GL,(H) sera isomorfo a su imagen en GLs,(C), bajo ¥ y para
A € GL,(H) asignaremos como determinante de A el determinante de ¥(A).
Primeramente, consideremos la siguiente aplicacién:

'l/}: H — Mz((C),
definida por

T4y —z—w
z—iw zT—iy )’

Yz +iy +jz + kw) = (

Es rutina verificar que 9 es un homomorfismo de algebras, es decir, que preserva
la adicién y la multiplicacién y ademas que es inyectiva.
Pasemos ahora a definir ¥: M,,(H) — M,,(C). Sea A € M, (H), definimos

U(A) = (¥(ais)), (2.4)
es decir, 1¥(A), es la matriz compleja 2n % 2n cuyo bloque 2 x 2 en la posicién
ij estd dado por ¢ (aij).

2.4 Lema. ¥(AB) = ¥(A)¥(B).
Demostracion. Sea A = (o) y B = (Buv). Entonces

(AB)ij = ainBrj + - + Qinfnj
(U(AB)ij) = ¢(ain)(Brj) + - - - + Y(in)P(Bnj),

ya que ¥ es un homomorfismo de algebras, y tenemos que esta es precisamente
la entrada ij de ¥(A)¥(B). O

2.5 Proposicién. Si A € M, (H), entonces A € GL,(H) si y solo si det ¥(A) #
0.

Demostracion. Si A € GL,(H) implica que existe A~ € GL,(H) con AA~! =
I = A—'A. Entonces ¥(A) tiene como inverso a ¥(A4)~! en GL,(C) y entonces
det ¥(A) es no nulo. Por otro lado, si det ¥(A) # 0, tenemos que demostrar
que ¥(A)~! € ¥(GL,(H)). Esto es consecuencia del siguiente resultado general
sobre algebras. O

2.6 Proposicién ([2, Prop. 2.10]). Sea B un dlgebra asociativa de dimensién
finita con 1. Sea A una subdlgebra de B (con1 € A). Si U(A) y U(B) denotan
al grupo de unidades respectivo, entonces

U(A) = ANU(B).

Uno de los objetivos del presente curso es estudiar algunos subgrupos de los
grupos generales lineales los cuales definiremos en la siguiente capitulo.



Capitulo 3

Grupos ortogonales

3.1. Productos interiores

Como mencionamos anteriormente, al igual que los complejos, para todo
cuaternio existe su elemento conjugado. Dado que los cuaternios son una exten-
sién de los complejos y estos a su vez, lo son de los reales, es decir R C C C H,
definiremos la nocién de conjugacién de una manera consistente.

Paraz € R, T==x
parraa=z+iy€C, a=z—1y,
parag=z+iy+jz+kwel, g==z

La conjugacion tiene las siguientes propiedades:

Qll

s a=aq,
sa+f=a+p,
» aff = fa, que en el caso de R y C es lo mismo que aff = ap.
Sea F € {R, C,H}, definimos un producto interior { , ) en F" por
(z,y) =Tiy1 + -+ + TnYn.
Este producto interior satisface las siguientes propiedades:
L (z,y+2) =(z,y) + (2,2),
2. (z+uy,2) ={z,2) + (y,2),

a(za,y), (r,ya) = (z,y)a,

A S

(z,y) = (y,2),
0< (z,2) € R,
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6. (z,z) =0 2z=(0,...,0),

7. Siey,...,e, eslabase estdndar para ", es decir e¢; = (0,...,0,1,0,...

entonces
1 sii=y,
e, ej) = 0;; =
tei€5) = 0y {0 si i # j.
8. Es no degenerado, es decir:

Si (z,y) = 0 para toda y, entonces z = (0,...,0);
Si (z,y) = 0 para toda z, entonces y = (0,...,0).

La norma ||z|| de € F* se define como

llzll = vz, z),

la cual corresponde al valor absoluto en R, al médulo en C y a la norma estdndar

de R* para el caso de H.

Recordemos que si A € M,,(F), su conjugado A se obtiene reemplazando
cada entrada a;; por @;; y su traspuesta A’ se obtiene reemplazando cada
entrada a;; por aj;. Estas dos operaciones conmutan, por lo que no hay am-

bigiiedad al definir la conjugada traspuesta y definirla por .
3.1 Proposicién. Para todo z,y € F* y A € M,(F) se tiene que
(Az,y) = (@, A'y).
Demostracion. Sea A = (a;;). Entonces
Az = (a11z1 + -+ a1inTn, - - -, G T1 + -+ ApnTn)
Zty = (@uyr +- -+ n1Yns-- -, 010Y1 + -+ + Cunln)-
Entonces el miembro izquierdo de la igualdad (Az,y) estd dado por
(T1@11 + -+ + Tnlin)y1 + -+ (Z18n1 + - - + Tnlnn)Yn,
y el miembro derecho estd dado por
Ti(@uys + -+ Guayn) + -+ Tn(@ny1 + - + TonYn)-

Es fécil ver que ambos contienen los mismos términos.

3.2. Grupos ortogonales

Consideremos el subconjunto de M, (F) de las matrices que preservan el

producto interior:

On,F) ={Ae M,(F) | (Az, Ay) = {(z,y) forall z,y € F" }.

11



3.2 Proposicién. El subconjunto O(n,F) es un grupo.

Demostracion. En primer lugar, veamos que el producto de matrices restringido
a O(n,F) es cerrado. Sean A, B € O(n,T), entonces

(ABz, ABy) = (Bz, By) = (z,y),

por lo que
AB € O(n,F).

Claramente la matriz identidad I pertenece a O(n,F).

Ahora veamos que si A € O(n,F), entonces A tiene inversa y que esta
pertenece a O(n,F).

Si A € O(n,T), entonces

1 sii=j,
Aei, Aej) = (ei,ej) = 0ij =
(dei, dej) = {eire) = 04 {0 siioj.

Tenemos que Ae; es la i-ésima columna de A que a su vez es el i-ésimo renglén
de A y por lo tanto (Ae;, Ae;) es la entrada ij del producto

aA.

. _ —t
Por lo tanto 4 A = I. Adem4s, también tenemos que AZ =T , ya que AZ =
(A*A)t =A'A = I. Por lo que tenemos que A' = A~L. Ahora veamos que este
inverso estd en O(n,TF), pero esto es cierto porque

(A7lz, A7ly) = (AA7 2, AAT YY) = (2,y),
demostrando con esto la proposicién O
Por lo anterior, podemos definir tres nuevas familias de grupos

= Para F = R, escribimos O(n,F) como O(n) y lo llamamos el grupo or-
togonal.

» Para F = C, escribimos O(n,F) como U(n) y lo llamamos el grupo uni-
tario.

s Para F = H, escribimos O(n,F) como Sp(n) y lo llamamos el grupo
simpléctico.

3.3 Proposicién. Sea A € M,(F). Entonces las siguientes condiciones son
equivalentes:

(a) A€ O(n,F),
(b) (Ae;, Aej) = &i,

(¢) A manda bases ortonormales en bases ortonormales,

12



(d) Los renglones de A forman una base ortonormal,
(e) Las columnas de A forman una base ortonormal,
(f) A" = AL,
Demostracion. Ejercicio. O

3.4 Proposiciéon. Sea A € M, (R). Entonces A € O(n) si y sdlo si A preserva
la norma.

Demostracion. La matriz A preserva la longitud si y sélo si {(Az, Az) = (z,x)
para toda x € R™. Por lo tanto = es trivial. Reciprocamente tenemos

(A(x +y), Az +y)) = (z +y,z+y)
(Az, Az) + (Az, Ay) + (Ay, Az) + (Ay, Ay) = (z,z) + (2,y) + (,2) + (1,9).

Lo cual nos da
(Az, Ay) + (Ay, Az) = (z,y) + (y, ),

y como { , ) es simétrico sobre R, entonces tenemos que
(Az, Ay) = (z,9),
es decir, que A € O(n). O
3.5 Proposicién. La Proposicion 3.4 se cumple para C y H.
Demostracion. Como en la proposicién anterior, calculemos
(A(ei +¢€;), Alei + €;)) = (ei + €5, €i +€5)

para obtener
(Aei,Aej) + <A€j,A€i> =0. (31)

Por otro lado, consideremos = = e;z; + e;z; y calculemos (Az, Az) = (z,x)
y obtenemos que

7j(Aej, Aej)x; + Ti(Ae;, Aej)z; = 0. (3.2)

Ahora veamos los casos por separado. Si A € M,(C) y z;,z; € C, entonces
de (3.2) tenemos que

T;T; <A€j, Aei) + Z;x; <A€i, Aej) =0,

y usando (3.1)
(Aei, Ae;j) (Tiz; — Tjxi) =0,

lo que fuerza que (Ae;, Ae;) = 0.
Para el caso A € M,(H) y z;,z; € H, tenemos que (3.1) es equivalente a

(Aej,Aez-) =+ <A€j,A€z'> = 0,
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lo que implica que su parte real es cero, es decir (Ae;, Ae;) es de la forma
(Aej, Ae;) = ai+ bj + ck. (3.3)
Substituyendo (3.3) en (3.2) y haciendo z; =iy z; = j, tenemos
—j(ai + bj + ck)i — i(—ai — bj — ck)j = 0

—j(—a—bk+¢j) —i(—ak +b+ci) =0
2c¢=0.

Andlogamente, haciendo z; = j y z; = k obtenemos que @ = 0 y haciendo z; =i
y z;j = k obtenemos b = 0. Por lo tanto (Ae;, Ae;) = 0.
O

Veamos como son los grupos O(1), U(1) y Sp(1). El grupo O(1) es el conjunto
de todos los ntimeros reales de norma uno, por lo tanto O(1) = {1, —1}. El grupo
U(1) es el conjunto de los niimeros complejos de norma uno, es decir, el circulo
unitario S'. Finalmente, Sp(1) es el grupo de los cuaternios de norma uno. Si
definimos a la (k — 1)-esfera unitaria como

Sl ={z e R | |lz] =1},

tenemos que

o1 =58° U()=S" Sp(1) =S5
Es un hecho interesante que estas son las dnicas esferas que pueden ser grupos.

3.6 Proposicién. SiF e {R,C} y A € O(n,F), entonces

(det A)(det A) = 1.

Demostracion. Como A € O(n,TF) tenemos que AR =1 , lo que implica que
(det A)(det A') = 1. Por otro lado tenemos que

det A" = det 4 = det A.

Por lo tanto, si A € O(n), entonces det A € {1, —1}. Definimos
SO(n) ={A€O0(n)|detA=1},

al cual llamaremos el grupo ortogonal especial o grupo de rotaciones.
De manera andloga, definimos

SUMn)={Ae€U(n)|detA=1},

al cual llamaremos grupo unitario especial.
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3.3. El problema del isomorfismo

Hasta ahora hemos definido varios grupos de matrices, a saber,

= El grupo general lineal real GL,(R), que tiene como subgrupo al grupo
ortogonal O(n) y este a su vez, contiene al grupo ortogonal especial SO(n).

= El grupo general lineal complejo GL,(C), que tiene como subgrupo al
grupo unitario U(n) y este a su vez, contiene al grupo unitario especial
SU(n).

s El grupo general lineal cuaterniénico GL,(H), que tiene como subgrupo
al grupo simpléctico Sp(n).

Una pregunta natural es si todos estos grupos son diferentes o si algunos de
ellos son isomorfos entre si. Para probar que dos grupos son isomorfos, tenemos
que dar un isomorfismo entre ellos, lo cual puede ser dificil. Por otro lado, para
probar que no lo son, tenemos que demostrar que no existe ningun isomorfismo
entre ellos, lo cual puede ser ain mas dificil. Otra forma mas ficil de atacar el
problema, consiste en buscar propiedades que sean invariantes bajo isomorfismo,
de ésta manera, si un grupo posee dicha propiedad y otro no, entonces no pueden
ser isomorfos.

A continuacién daremos un isomorfismo entre dos de los grupos de matrices
que hemos definido: Sp(1), el grupo de todos los cuaternios de norma uno; y
SU(2), el grupo de todas las matrices A, 2 x 2 complejas, tales que AR =T y
det A = 1. La operacién en Sp(1) es la multiplicacién de cuaternios y en SU(2)
es la multiplicacién de matrices.

3.7 Proposicién. El homomorfismo U: M,(H) — My,(C) definido por (2.4)
en la Seccidn 2.4 induce un isomorfismo

U: Sp(1) = SU(2).

Demostracion. Hemos visto que ¥ induce un homomorfismo inyectivo de G L, (H)
en GL,(C), por lo tanto su restriccién a Sp(1) es también inyectiva. Entonces
sblo tenemos que demostrar que

(a) si A € Sp(1) entonces U(A) € SU(2), y
(b) toda B € SU(2) es la imagen ¥(A) para alguna A € Sp(1).
A)

Si A=a+ib+ jc+ kd entonces ¥(A) = (oFih~cid

c—id a—ib

), por lo que

t fa+ib —c—id a—1b c+1id) (1 0
PAE(A) = (c—id a—ib) (—c+id a+ib> = (0 1)’
ya que a® + b + ¢ + d? = 1. Ademés det ¥(A4) = 1 por lo que ¥(A4) € SU(2).
Sea B = (fy‘ g) € SU(2). Como det B =1 y del hecho de que los renglones

de B son vectores unitarios ortogonales tenemos que

d=a y ~v=-p.
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Por lo tanto, sia = a+ iby 8 = —c — id, podemos tomar A = a + ib + jc + kd
y tendremos ¥(A) = By a?+ b2+ +d? = 1. 0
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Capitulo 4

Homomorfismos

4.1. Curvas en un espacio vectorial

En esta seccién definiremos un invariante de los grupos de matrices, definire-
mos su dimension. Dos grupos de matrices que no tengan la misma dimensién
no podran ser isomorfos. Para poder definir la dimensién necesitamos definir
primero el espacio de vectores tangentes de un grupo de matrices.

Sea V' un espacio vectorial de dimensidén finita. Una curva vy en V es una
funcién continua v: (a,b) — V, donde (a,b) es un intervalo abierto en R.

Para ¢ € (a,b) decimos que v es diferenciable en c si el limite

o V(e +B) = 7(0)
h—0 h

existe. En caso de existir, dicho limite es un vector en V' al cual denotaremos
por ¥'(¢) y lo llamaremos el vector tangente a 7 en y(c).

Si escogemos una base para V' y representamos a la curva y como (71, - - - ,Yn),
donde las «; son funciones con valores reales, entonces '(c) existe si y sélo si

cada v;(c) existe y
7' (e) = (1), - -, 1n(c))-

Tenemos que M,(R), M,(C) y M,(H) pueden ser considerados espacios
vectoriales reales de dimensiones n?, 2n? y 4n? respectivamente, por lo que
podemos considerar curvas en dichos espacios. Si G es un grupo de matrices en
M, (F) entonces una curva en G es una curva en M, (F) con todos sus valores
~v(u) para u € (a,b) en G.

Supongamos que tenemos curvas v,o0: (a,b) — G. Definimos una nueva
curva, la curva producto por

(v0) (1) = v(u)o(w).

4.1 Proposicién. Sean v,0: (a,b) = G curvas diferenciables en ¢ € (a,b).
Entonces la curva producto yo es diferenciable en ¢ y

(79)'(¢) = 7(e)a'(c) ++'(c)a (o).
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Demostracidn. Sea v(u) = (vi;(w)), o/(u) = (01 (u)). Entonces
(yo)(u) = (; Yir (U)o (1)),
por lo tanto
(y0)' (u) = (;{%k (w)ow; (w) + Yir (W) ok (u)})

= 7' (wo(u) +~(u)o’ (u).
O

4.2 Proposicién. Sea G un grupo de matrices en My(F). Sea T el conjunto
de todos los vectores tangentes +'(0) a curvas v: (a,b) = G, con y(0) = I,
(0 € (a,b)). Entonces T es un subespacio de M, (F).

Demostracion. Si+'(0) y o'(0) estdn en T, entonces (y0)(0) = v(0)o(0) = II =
Iy
(70)'(0) = +'(0)a(0) + (0)o"(0) = +'(0) + o' (0),

por lo tanto T es cerrada bajo adicién.
Si+'(0) € Ty r € R y hacemos

o(u) = y(ru),

entonces o es diferenciable y o(0) = v(0) = I y tenemos que ¢'(0) = rv'(0). Por
lo tanto T es cerrado bajo multiplicacién escalar.
Como M, (F) es un espacio vectorial de dimensién finita, T también loes. O

Definicién. Si G es un grupo de matrices su dimensién es la dimensién del
espacio vectorial T' de vectores tangentes de G en I.

4.3 Ejemplo. El grupo U(1) tiene dimensién 1, pues consiste en los complejos
de médulo 1, los cuales forman el circulo unidad.

4.4 Ejemplo. La dimensién de Sp(1) es 3. Sea v: (a,b) — Sp(1) una curva
suave con 7(0) = 1. Entonces 7'(0) serd un elemento de H = R*. En primer
lugar,veremos que '(0) estd en el espacio generado por {i,], k}; es decir, es un
cuaternio con parte real 0.

Sea v(t) = x(t) + iy(t) + jz(t) + kw(t) con z(0) =1y y(0) =0, 2(0) =0
w(0) = 0. Tenemos que z(0) es un maximo para la funcién z, por lo tanto
~'(0) = 0 + iy’ (0) + j2(0) + kuw'(0).

Reciprocamente, sea ¢ = iu + jv + kA un cuaternio con parte real cero.
Afirmamos que existe una curva suave 7y en Sp(1) tal que 7'(0) = ¢. Ciertamente,
ya que la curva

~(t) = \/1 — sin? put — sin® vt — sin® Mt + i sin ut + jsin vt + ksin ¢,

cumple la condicién anterior, para t € [0,€), con € > 0 pequefia.
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4.5 Ejemplo. La dimensién de GL, (R) es n?. La funcién determinante det: M, (R) —
R es continua y det I = 1. Entonces existe alguna bola de radio € alrededor de
I en M, (R) tal que para cada A en esta bola, det A # 0; es decir, A € GL,(R).
Si v es un vector en M, (R) define una curva o en M, (R) de la siguiente manera

o(t) =tv+ 1.

Entonces ¢(0) = I, ¢’(0) = v y pata t pequeia, o(t) € GL,(R). Entonces el
espacio tangente T es todo M,(R) cuya dimensién es n?.
Un argumento similar muestra que dim GL,,(C) = 2n?.

A continuacién obtendremos cotas superiores para las dimensiones de O(n),
U(n) y Sp(n), pero para ello, necesitamos algunos preliminares.

Definicién. La matriz A € M,(R) es antisimétrica si A + A® = 0; es decir,
si (ai;) = (—aj;) para toda ij. En particular, los términos de la diagonal deben
ser cero.

4.6 Proposicidén. Sea so(n) el conjunto de todas las matrices antisimétricas

en M, (R). Entonces so(n) es un subespacio vectorial de M, (R), y su dimension
s n(n—1) ]

€ 2

Demostracion. Tenemos que 0 € so(n) y si A, B € so(n) entonces
(A+B)+(A+B)!=A+A"+B+B'=0,

por lo que so(n) es cerrada bajo la adicién. También es cerrada bajo la multi-
plicacién escalar, ya que si A € so(n) y r € R, entonces (rA)t = rA? por lo que
rA+ (rAf =r(A+ A =0.

Para verificar la dimensién so(n) necesitamos una base. Sea F;; la matriz
cuyas entradas son todas cero excepto en la entrada ij, la cual es 1, y la entrada
ji es —1. Si se definimos E;; solamente para i < j, es facil ver que forman una
base para so(n) que tiene

nin—1)

n=-1+mn-2)+---+1= 5

elementos. O

Definicién. Una matriz B € M, (C) es antihermitiana si

B+B =0.
Entonces si bjz = ¢ + id, tenemos que by; = —bjr = ¢ — id y by; = —c + id.
n particular, si j = k se tiene ¢ + id = —c + 4d, por lo que los términos de la

diagonal de una matriz antihermitiana son imaginarios puros.
Sea su(n) el conjunto de las matrices antihermitianas en M, (C). De acuerdo
a la observacién anterior, se ve que su(n) no es un espacio vectorial sobre C.
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4.7 Proposicién. su(n) C M,(C) es un espacio vectorial real de dimensidn
n 42000 — 2,

Definicién. Una matriz C en M, (H) es antisimpléctica si
c+C =o.

El conjunto sp(n) de las matrices antisimplécticas en M, (H) es un espacio
vectorial real de dimensién

3n + 47

y =n(2n +1).

4.8 Proposicidn. Si 8 es una curva que pasa por la identidad, (0) = I,

en O(n), entonces $'(0) es antisimétrica,
en U(n), entonces 5'(0) es antihermitiana,
en Sp(n), entonces 5'(0) es antisimpléctica.

Demostracion. En cada caso, se tiene que la curva producto es constante

Por lo tanto su derivada es cero. 0
4.9 Corolario. = dimO(n) < n(n;l)’
= dimU(n) <n?,

s dim Sp(n) < n(2n +1).

4.2. Homomorfismos suaves

Sea ¢: G — H un homomorfismo de grupos de matrices. Ya que G y H
estdn contenidos en espacios vectoriales, es claro lo que significa que ¢ sea con-
tinua. Siempre que hagamos referencia a un homomorfismo los consideraremos
continuo.

Una curva

p: (a,b) = G

define una curva ¢ o p: (a,b) - H mediante (¢ o p)(u) = ¢(p(u)) en H.

Definiciéon. Un homomorfismo ¢: G — H de grupos de matrices es suave si
para toda curva diferenciable p en G, ¢ o p es diferenciable.

Definicién. Sea ¢: G — H un homomorfismo suave de grupos de matrices. Si
~'(0) es un vector tangente a G, en I, definimos un vector tangente d¢(y'(0)) a
H en I por

dp(v'(0)) = (¢ 07)'(0).

La aplicacién resultante d¢: T — Hpy se llama la diferencial de ¢.
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4.10 Proposicion. La aplicacion d¢: Tg — Ty es una aplicacion lineal.

Demostracion. Sea p'(0) y 0'(0) en T. Para a,b € R definimos las curvas p,, o
por pe(u) = p(au) y op(u) = o(bu). Entonces p,,(0) = ap'(0) y o;(0) = ba'(0).

Por definicién
d[(pacs)'(0)] = [¢ 0 (pacs)]'(0)-
Como ¢ es un homomorfismo
¢ 0 (paos) = (¢ 0 pa)(¢ 0 o).

Entonces
(¢ 0 (Pab))'(0) = (¢ 0 pa)'(0)(¢ 0 03)(0) + (¢ © pa)(0)(¢ © 75)' (0)
= ad(p'(0)) + bdp(o’ (0)).
O

4.11 Proposicién. Si ¢: G - H y ¢: H — K son homomorfismos suaves,
entonces 1) o ¢ es suave y

d(y o @) = dip o dep.

Demostracion. La primera parte es obvia. Para la segunda, sea +'(0) un vector
tangente de G. Entonces,

d(1 0 ¢)(7'(0)) = (¥ 0 ¢ 07)"(0) = dip(¢ 0 7)'(0) = di) o d(+'(0)).
O

4.12 Corolario. Si ¢: G — H es un isomorfismo suave, entonces dp: Tg —
Tr es un isomorfismo lineal y dim G = dim H.

Demostracidn. Tenemos que ¢~ ' o ¢ = I, entonces dp ! odp: Tg — Tg, es la
identidad. Por lo que d¢ es inyectiva y d¢—! es suprayectiva. De donde ¢ o ¢!
es la identidad, por lo que dpodp—!: Ty — T es la identidad. Entonces d¢—!
es inyectiva y d¢ es suprayectiva. O
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Capitulo 5

Exponencial y Algebras de
Lie

5.1. Exponencial de una matriz

Dado un grupo de matrices G hemos definido un espacio vectorial T, el
espacio tangente a G en I. En este capitulo definiremos aplicaciones que man-
dan a T en G y viceversa. Trabajaremos tnicamente con matrices reales, los
casos de C y H son andlogos. Necesitamos dichas aplicaciones para calcular las
dimensiones de algunos grupos de matrices.

Definicién. Sea A una matriz real n x n. Definimos
A? A3
A — P P

e =I+A+ ol + 30 +...

donde A es la matriz producto AA, etc. Decimos que esta serie converge si cada
una de las n? series de niimeros reales

2 3
(I)ij + (A)ZJ + (%)” + (%)” +...

convergen.
5.1 Proposicién. Para toda matriz A real n X n, la serie

A2 A3
I+A+§+§+...

converge.

Demostracidn. Sea m el mayor |a;;| en A. Entonces
El mayor elemento en el primer término es 1.
El mayor elemento en el segundo término es m
El mayor elemento en el tercer término es < "2—’72
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, . 2, .3
El mayor elemento en el cuarto término es < "5, etc.

- . .. . . 2 2, 3
Por lo tanto cualquiera de las series ij estd dominada por 1, m, %, "5i,. . .,
nk—ka—l
ERCESH IR
Aplicando la prueba de la razdn a esta serie tenemos que

k—1

nftmb (k=1 nm

k! npk2mk-1 T g

Como m y n son fijos, la razén tiende a 0 cuando k tiende a infinito, por lo
tanto la serie converge absolutamente. O

Esta funcién exponencial se comporta de manera similar a la funcién expo-
nencial de nimeros reales e”, con z € R. Si 0 denota a la matriz cero, entonces

tenemos que
e =1

5.2 Proposicion. Si las matrices A y B conmutan, entonces tenemos

€A+B = €A€B -

A

5.3 Corolario. Para toda matriz A de tamarnio n X n, e es no singular.

Demostracion. Las matrices A y —A conmutan, por lo tanto I = ¥ = e4=4 =

ee 4 y entonces 1 = (det e)(det e=4), por lo que det e? # 0. O

Del corolario anterior, tenemos que la aplicacién exp: M,(R) — M, (R), en
realidad manda a M,(R) en GL,(R).

5.4 Proposicién. Si A es una matriz real antisimétrica, entonces e’

onal.

es ortog-

., t t
Demostracion. Tenemos que I = e = eAt4" = eded” = (e4)(e?)?, probando
con esto que la matriz e? es ortogonal. o

Por lo tanto, si so(n) C Mu(R) es el subespacio de matrices antisimétricas,
entonces tenemos que
exp: so(n) = O(n).

Es importante notar dos cosas que la proposicién anterior NO dice:

(1) No dice que toda matriz ortogonal es de la forma e para alguna A anti-
simétrica, es decir, no dice que exp: so(n) — O(n) es suprayectiva.

A

(1) No dice que si e” es ortogonal, entonces A es antisimétrica.

Veamos algunos casos para n = 2.
Una matriz 2 x 2 real antisimétrica general es de la forma

0 =z
a—(_w 0) z €R
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Para calcular e* calculemos las potencias de .

2 3 4
2 __[—X 0 3 _ 0 —T 4 _ [T 0
oo 5 (3 )l %)

Entonces

10 0 =z 1 /=22 0 1 /0 -—2°
a —_ — e
e‘(o 1>+<—$ 0)+2!(0 —x2)+3!($3 0>+
De la posicién 1,1 tenemos que

-+ -—+—— +---=cosz, etc.

Por lo que obtenemos
o ( cos T sina:)
—sinz cosz
que es una rotacién en el plano de x radianes. Por lo que para toda matriz real
2 x 2 antisimétrica a tenemos que

dete® =1, es decir e® € SO(2).

Entonces, por ejemplo, la reflexién (§ % ) € O(2) no puede ser obtenida de esta
manera.

Noétese también que e* = I no implica que «a es la matriz cero, ya que si

— 0 27 a —
a=(_%; %) entonces e* = I.

5.2. Subgrupos a un parametro

Definiciéon. Un subgrupo a un parametro v en un grupo de matrices G es
un homomorfismo suave del grupo aditivo R a G,

v: R — G.

Nétese que es suficiente con conocer a v para una vecindad U de 0 en R.
Para z € R, tenemos que para algunan € N, Tz € U y v(z) = n(y(+z)).

n
5.5 Ejemplo. Sean F € {R,C,H} y A € M, (F). Entonces
A2
Yu) =e" =T +ud+u’p +--
es un subgrupo a un pardmetro de GL,(F) y 7'(0) = A.

5.6 Proposicién. Sea v un subgrupo a un pardmetro de GL,(F). Entonces
existe A € M, (F) tal que
Y(u) =e
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Por lo tanto, todo vector tangente a GL,(F) es la derivada en 0 de algin
subgrupo a un pardmetro. Veremos ahora que esto también es cierto para los
grupos O(n,F).

5.7 Proposicién. Sea A un vector tangente a O(n,F). Entonces eziste un inico
subgrupo a un pardmetro v en O(n,F) tal que

A =+'(0).

Demostracion. Por definicién, tenemos que A = p'(0) donde p es una curva
suave en O(n,F). Entonces

por lo tanto

p'(0) +p'(0) =0,

es decir, A+ A4' = 0.
Por otro lado, y(u) = e
pertenece a O(n,F) ya que

v4 es un subgrupo a un pardmetro de G L, (F), pero

Yupy(e) = et e = u(A+A)

O
Por lo tanto tenemos para GL,(F) y O(n,F) una correspondencia uno a uno
entre vectores tangentes y subgrupos a un parametro.

Tomando F = R tenemos que el espacio tangente a O(n) es so(n), el espacio

vectorial de todas las matrices antisimétricas n x n. Por lo tanto dim O(n) =

dim so(n) = @

Tomando F = C tenemos que el espacio tangente a U(n) es su(n), el espacio
vectorial de todas las matrices complejas antihermitianas n x n. Por lo tanto
dim U(n) = dim su(n) = n?

Tomando F = H tenemos que dim Sp(n) = n(2n + 1).

5.3. Algebras de Lie

Es facil ver que so(n), su(n) y sp(n) no son cerradas bajo multiplicacién de
matrices. Por ejemplo, si

a= 0 = entonces a? = d 0
“\—-z 0 L0 —z2)

la cual no es antisimétrica.
5.8 Proposicién. Para F € {R,C,H} y A, B € M,(F) definimos
[A,B] = AB — BA.

Entonces so(n), su(n) y sp(n) son cerrados bajo [ , ].
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Demostracion. Tenemos que probar que
(AB — BA) + (AB — BA) =
El miembro izquierdo es
AB-BA+BA' -A'B' = AB+ (AB' - AB")- BA
+(-BA' +BAY+BA' -A'B
=AB+B)-(A+A)B' -BA+A)+B+B)A
=0.
O

Por lo tanto, so(n), su(n) y sp(n) son élgebra sobre R con el producto dado
por este corchete. Este producto satisface las siguientes propiedades:

(1) [4,B] = -[B, 4],
(n) [4,B+C|=[A,B]+[4,0C],
() [A+ B,C] =[A,C]+[B, (],
(v) Parar € R, r[A, B] = [rA, B] = [A,rB],
(V) [4,[B,Cl] + [B, [A, C]] + [C,[4, B]] = 0.

La ultima propiedad es conocida como la identidad de Jacobi.

Definicién. Un espacio vectorial real con un producto que satisfaga las propiedades
anteriores es llamada un algebra de Lie.

Consideremos las dlgebras de Lie de dimensiones bajas.
Para dimensién 1, el espacio vectorial es R y si z,y € R tenemos que

[z,y] = z[1,y] = zy[1,1] = 0,

por la primera propiedad. Por lo tanto tenemos el producto trivial.
Consideremos a R? con base {e1,ea}. De las propiedades debemos tener:

le1,e1] =0, [ez,e2] =0 y [e1,e2] = —[ez,€1].
Sea [e1, e2] = aer + bes. Entonces, por ejemplo,

[e1, [e1, e2]] = [e1, (aer + bes)]
= a[el, 61] =+ b[el, 62]
= b(aey + bes).

Por la identidad de Jacobi tenemos

le1, [e1, e2]] + [e1, [e2, e1]] + [e2, [e1, e1]] = 0,
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por lo que
b(aer + bez) + [e1, (—aer — be2)] =0

lo cual es cierto para toda a y b. Si tomamos a = b = 0 obtenemos el algebra de
Lie trivial. Para cualesquiera otros valores de a y b se obtienen dlgebras de Lie
no triviales.

Ejemplos de algebras de Lie de dimensién 3 son los siguientes:

0 a b
s0(3) = —a 0 c¢|la,bceRrR
b — 0

Por otro lado, si tomamos a {i,j, k} como base de R? y definimos
iLil=k k=i [ki=]j

obtenemos un algebra de Lie de dimensién 3.
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