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Prefacio

Las presentes notas cubren el contenido del minicurso “Grupos de Homo-
topia” impartido en la XIX Semana Regional de Investigacién y Docencia en
Matematicas que se llevé a cabo del 2 al 6 de Marzo de 2009 en el Departamen-
to de Matematicas de la Universidad de Sonora. Son una versién corregida y
aumentada de las notas del mismo curso impartido en la IV Escuela de Verano
en Matematicas para Licenciatura que se realizé del 26 al 30 de Junio de 2006
en la Unidad Cuernavaca del Instituto de Matematicas de la UNAM.

El objetivo del primer capitulo es ver a las homotopias entre dos aplicaciones
continuas fy, f1: X — Y como caminos que unen a fy y f1 en el espacio de
aplicaciones continuas M(X,Y) de X a Y.

En el segundo capitulo se estudian las clases de homotopia de aplicaciones
continuas entre X y X, denotadas por [X,Y] y se estudian las propiedades que
deben tener X o Y para que a [X,Y] se le pueda dar una estructura de grupo.
Esto nos lleva a los conceptos de H-espacio y H-coespacio.

En el tercer capitulo esta dedicado a la definicién y principales propiedades
de los grupos de homotopia, que son unos invariantes muy importantes de los
espacios topoldgicos.

Como requisitos se suponen unicamente los conocimientos de cursos basicos
de Topologia y Teoria de Grupos. Espero que estas notas sirvan como una
pequeiia introduccién al mundo de la Topologia Algebraica.

Al final se da una pequenia bibliografia donde se pueden estudiar més a
fondo estos temas y tépicos relacionados. Cualquier comentario o sugerencia
para mejorar estas notas serd bienvenido (jlcm@matcuer.unam.mx).

José Luis Cisneros Molina
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Capitulo 1

Homotopia y Espacios de
Funciones

En matemaéticas, uno de los problemas principales consiste en clasificar los
objetos de estudio. Para ello, generalmente se define una nocién de equivalencia
—dependiendo de las propiedades que nos interesen— entre dichos objetos. Un
problema fundamental consiste en, dados dos objetos, determinar si éstos son
equivalentes o no. Por ejemplo, en geometria plana, si las propiedades que nos
interesan son el tamano y la forma, la nocién de equivalencia estaria dada por
el concepto de congruencia, asi dos objetos (poligonos por ejemplo) serdn equi-
valentes si y sélo si éstos son congruentes, es decir, si tienen la misma forma y
tamafio (Figura 1.1).

Figura 1.1: Tridngulos congruentes

Si lo que nos interesa es tnicamente la forma, la nocién de equivalencia
serd la de semejanza y de esta manera, dos objetos seran equivalentes, si son
proporcionales, no importando asi su tamano (Figura 1.2).

En el caso de la topologia, la nocién de equivalencia es la de homeomorfismo:

Dos espacios topoldgicos son homeomorfos (o equivalentes) si existe entre
ellos una aplicacién invertible, donde ella y su inversa sean continuas. Dichas
aplicaciones son llamadas homeomorfismos. Intuitivamente, esto quiere decir
que podemos “deformar continuamente” uno de los espacios hasta obtener el
otro.
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Figura 1.2: Tridngulos semejantes

El problema de determinar si dos espacios son homeomorfos o no, utilizando
directamente la definicién de homeomorfismo, puede ser muy dificil:

= Para probar que son homeomorfos, tenemos que dar un homeomorfismo
entre ellos, lo cual puede ser nada facil.

= Para probar que no lo son tenemos que demostrar que no existe ningun
homeomorfismo entre ellos, lo cudl puede ser ain mas dificil.

Otra forma mas facil de atacar el problema, consiste en buscar propiedades de
los espacios topoldgicos que se preserven bajo homeomorfismo, de esta manera,
si uno de los espacios posee dicha propiedad y el otro no, entonces no pueden
ser homeomorfos.

Ejemplos de dichas propiedades son la compacidad y la coneridad. Veamos
algunos ejemplos de esta técnica.

Recordemos que por el Teorema de Heine-Borel, dos subconjuntos de R™
son compactos si y sélo si son cerrados y acotados. Usando el concepto de
compacidad podemos ver que la recta real R y el circulo unitario S* no son
homeomorfos, ya que S' es un espacio compacto, lo que equivale a decir que
como subconjunto del plano euclideano es cerrado y acotado, mientras que R
no es compacto por no ser acotado.

Ahora usemos el concepto de conexidad. Intuitivamente, el que un espa-
cio sea conexo significa que conste de un sélo “pedazo”. Denotemos por R™ al
espacio euclideano n-dimensional. Veamos que R y R™, con n > 2, no son ho-
meomorfos. A primera vista, parece que la conexidad no nos ayuda a probar
nuestra afirmacién, ya que ambos, R y R™ son conexos, pero nos valemos del
siguiente truco: supongamos que existe un homeomorfismo ¢ entre R y R", si
quitamos un punto p de R y su imagen bajo ¢ en R™ entonces seguiremos te-
niendo un homeomorfismo entre R\ {p} y R™ \ {¢(p)}. Esto es imposible, ya
que al quitarle un punto a R éste se separa en dos “pedazos”, es decir, deja
de ser conexo, mientras que R™ menos un punto no se separa. Por lo tanto,
concluimos que no puede existir un homeomorfismo entre dichos espacios. Sin
embargo, ésta técnica no sirve para ver en general que R™ y R™, conn #m y
n,m > 2, no son homeomorfos, ya que R"™ \ {p} es siempre conexo para n > 2.
Para ello fueron necesarias nuevas técnicas. La busqueda de dichas técnicas dio
origen a la topologia algebraica.



La idea principal en topologia algebraica es la de invariante topolégico, la
cual consiste en que a cada espacio topolégico X se le asocia un objeto alge-
braico h(X) (nimero, conjunto, grupo, espacio vectorial, médulo, etc.) y a cada
funcién continua f entre dos espacios topoldgicos X e Y, se le asocia una funcién
h(f): h(X) — h(Y) que preserva la estructura algebraica en cuestiéon (isomor-
fismo), de tal manera que si X e Y son homeomorfos, entonces h(X) y h(Y)
son isomorfos, es decir, equivalentes como objetos algebraicos. Por lo tanto, si
dos espacios X e Y son tales que h(X) # h(Y), es decir, sus invariantes to-
poldgicos son distintos, entonces X e Y mo pueden ser homeomorfos. Ejemplos
de invariantes topoldgicos son los grupos de homotopia, los cuales definiremos
mas adelante.

1.1. Homotopia y equivalencia homotdépica

El problema de clasificar espacios topolégicos mediante homeomorfismo es
muy dificil. Lo que podemos hacer, y que generalmente es suficiente para muchas
aplicaciones, es debilitar la relacién de equivalencia con la cual queremos clasi-
ficar los espacios topoldgicos, mediante un concepto que generalice la nocion de
homeomorfismo, de manera analoga a como se generaliz6 la nocién de poligonos
congruentes a poligonos semejantes. Para ello, necesitamos el concepto central
de la teoria de homotopia:

Sean X y Y espacios topoldgicos. Se dice que dos aplicaciones continuas de
X aY, fo,fi: X — Y son homotdpicas si existe una aplicacion continua

F: XxI—=Y,
tal que

F(IL‘,O) = f0<.'L‘)
F(z,1) = fi(x).

La aplicacion F' se llama una homotopia entre fy y fi1 y la denotaremos por

fO’:flOF:fO’:fl'
Para cada t € I definimos f;: X — Y por

fi(x) = F(x,t),

la cual es una aplicacién continua. De esta forma, podemos pensar al parametro
t como al tiempo. Entonces, al tiempo ¢ = 0 tenemos la aplicaciéon fy y cuando
t varia, la aplicacién f; varia continuamente de tal forma que al tiempo t = 1
obtenemos la aplicacién f;. Por esta razén se dice que una homotopia es una
deformacién continua de una aplicacion.

Una aplicacién f: X — Y que es homotdpica a la aplicaciéon constante se
dice que es nulhomotdpica y la homotopia entre ambas se dice que es una
nulhomotopia.



1.1.1. Homotopia relativa

Dos aplicaciones fy, fi: X — Y son homotépicas relativamente a un
subconjunto A de X si y sdlo si existe una homotopia

F: XxI—=Y
entre fo y f1 tal que
F(a,t) = fola) = fi(a), Vae A, Vtel,

es decir, para todo a € A, F(a,t) no depende de t € I. Denotaremos esto por

Jo =~ fi(rel A) o fo ~e14 f1-

1.1 Nota. Si A = ) entonces una homotopia relativa a A no es otra cosa que
una homotopia.

1.2 Ejercicio. Sean X y Y espacios topolégicos. Denotemos por M(X,Y) al
conjunto de aplicaciones continuas de X a Y. Demuestra que =~ 4 es una
relacién de equivalencia en M (X,Y).

1.1.2. Equivalencia Homotdépica

Utilizando el concepto de aplicaciones homotdpicas definimos la relacién de
equivalencia entre espacios topoldgicos que es mas débil que la relacion de equi-
valencia dada por homeomorfismos llamada equivalencia homotépica.

Se dice que dos espacios X y Y son del mismo tipo de homotopia si
existen aplicaciones continuas f: X — Y y ¢g: Y — X tales que

gf~1: X — X,
fg~1:Y =Y.

Las aplicaciones f y ¢ son llamadas equivalencias homotépicas. Diremos
también que X y Y son homotépicamente equivalentes y lo denotaremos
por X ~ Y. Intuitivamente, dos espacios son homotépicamente equivalentes si
uno puede ser deformado en el otro contrayendo o encogiendo.

1.3 Ejercicio. Demuestra que ~ es una relacién de equivalencia entre espacios
topologicos.

1.4 Ejemplo. La esfera de dimensién n — 1, S" ' ={z e R" | ||lz]| =1} y el
espacio R™ \ {0} son homotépicamente equivalentes.

Sea f: S"71 — R™\ {0} la inclusién y g: R"\ {0} — S"~! dada por g(x) =
Tat- Tenemos que go f = 1: Sl - 8=l y Fr R\ {0} x I — R"™\ {0} dada

por F(x,t) = es una homotopia entre la identidad de R™\ {0} y fog.

_x
t(llz][-1)+1

Se dice que un espacio X es contraible si es homotépicamente equivalente
a un punto. Intuitivamente un espacio es contraible si puede deformarse en
si mismo a un punto.



1.5 Ejemplo. Ejemplos de espacios contraibles son los siguientes:
= El espacio Euclideano R™.
» El n-disco cerrado D" = {z e R™ | |jz| < 1}.
» En n-disco abierto E" = {x € R" | ||z]| < 1}.
= Todo subconjunto convexo de R™.

1.6 Ejemplo. Otro ejemplo de espacios homotépicamente equivalentes son el
cilindro C' y la circunferencia S':

C={(z,y,2) eR®|2®+y* =1, -1 <2< 1},
51:{(33ay72)6R3\$2+y2:1, ZZO}

Sea i: S! — (' la inclusién y r: C — St dada por r(x,y,2) = (z,9,0). Obvia-
mente 7 = 1: ' — S, mientras que la aplicacién F: C x I — C definida por
F((z,y,2),t) = (z,y,tz) es una homotopia entre ir y 1: C — C.

Los Ejemplos 1.4 y 1.6 nos llevan a la siguientes definiciones.

Un subconjunto de un espacio X se llama un retracto de X si existe una
aplicacién continua r: X — A tal que i = 1: A — A (o equivalentemente si
rla = 1), donde i: A — X es la inclusién. La aplicacién r se llama retraccién.

Un subconjunto A de X es un retracto por deformacion de X si existe
una retraccién r: X — A tal que ir ~ 1: X — X, donde i: A — X es la
inclusion.

Un subconjunto A de X es un retracto por deformacién fuerte de X si
existe una retraccién r: X — A tal que ir ~ 4 1: X — X. La diferencia con
la definicién anterior es que en este caso, todos los elementos de A quedan fijos
bajo la homotopfa.

1.7 Nota. Las retracciones en los retractos por deformacion, ya sean fuertes o
no, son equivalencias homotépicas.

Los Ejemplos 1.4 y 1.6 son retractos por deformacion fuertes.

1.2. Conexidad por caminos

La conexidad por caminos es un concepto mas fuerte que la conexidad
topoldgica y es més apropiada para el estudio de propiedades homotdpicas.
Esta basada en el concepto de camino en un espacio topoldgico.

Sea X un espacio topolégico y sean xg,z; € X. Un camino de xg a x; es
una aplicacién continua o: I — X tal que o(0) = 29 y a(1l) = ;.

Definimos una relaciéon en X de la siguiente manera: x ~ y en X si existe
un camino a en X de = a y. Decimos que x esta conectado con y mediante el
camino a. El espacio X es conexo por caminos o también 0-conexo, si x ~ y
para todo par de puntos z,y € X.



1.8 Ejercicio. Prueba que ~ es una relacién de equivalencia.

Las clases de equivalencia, denotadas por [z], dividen a X en subconjuntos
disjuntos llamadas componentes por caminos de X. Denotemos por 7 (X)
al conjunto de clases de equivalencia.

1.9 Nota. X es conexo por caminos si y sélo si mp(X) consta de un sélo ele-
mento.

Sea f: X — Y continua. Entonces f induce una funcion

fa: mo(X) — mo(Y)
fol[z]) = [f(2)]-

1.10 Ejercicio. Demuestra que f, esta bien definida.
La construccién my tiene las siguientes propiedades funtoriales.

1.11 Proposicién. La construccion my es funtorial, es decir, satisface las si-
gquientes propiedades

1. Si f: X — X es la identidad, entonces
e mo(X) — mo(X)
es también la identidad.

2.5 f: X =Y yg:Y — Z son continuas, entonces
(90 f)s = g0 fi: mo(X) — mo(2).

En particular, si f: X —Y es un homeomorfismo, entonces fi: m(X) —
mo(Y) es una equivalencia de conjuntos (isomorfismo), es decir, una bi-
yeccion.

1.12 Ejercicio. Demuestra la Proposicién 1.11.

De la 1ultima afirmacién de la Proposiciéon 1.11 tenemos que la conexidad
por caminos es una propiedad que se preserva bajo homeomorfismo. De hecho
podriamos haber usado conexidad por caminos en vez de conexidad en nuestra
demostracion de que R y R™ con n > 2 no son homeomorfos.

Por la Proposicién 1.11 tenemos que 7y es nuestro primer ejemplo de inva-
riante topoldgico, el cual asocia a cada espacio topoldgico X el conjunto 7o(X)
y a cada aplicacién continua f: X — Y la funcién f.: mo(X) — mo(Y).

Si X y Y son homeomorfos, entonces mo(X) y mo(Y) tienen la misma car-
dinalidad. Por lo tanto la cardinalidad |mo(X)| de mo(X) es un invariante to-
polégico numérico, es decir, dos espacios con distinto nimero de componentes
por caminos no pueden ser homeomorfos.



1.3. Topologia de Espacios de Funciones

En la seccién anterior definimos nuestro primer invariante topoldgico usando
la conexidad por caminos, pero ;Que tiene que ver la conexidad por caminos
con las homotopias? Sea F': X x I — Y una homotopia entre fo: X — Y y
fi: X = Y. Recordemos que definimos las aplicaciones

fi: X =Y, tel
fi(x) = F(x,1)

las cuales son continuas. Si M (X,Y") es el conjunto de aplicaciones continuas de
X a Y entonces tenemos definida una funcién

a: I — M(X,Y)

e (1.1)

tal que a(0) = fo v a(l) = fi1. Esto es casi la definicién de un camino en
M(X,Y) de fo a f1, lo tinico que falta es que « sea continua y para tener esto
necesitamos dar una topologfa adecuada al conjunto M (X,Y). Esto es lo que
haremos en esta seccion.

Sean X y Y conjuntos, Y # ), definimos

y¥=J[v={f:X-Y}
reX
1.13 Nota. El conjunto Y es un conjunto unitario.

Si suponemos que Y es un espacio topolégico, entonces una topologia candni-
ca para Y es la topologia producto en [Lex Y-
Sean X y Y espacios topoldgicos, Y # (), definimos

M(X,Y)={fe€XY|fes continua}.
Definimos la aplicaciéon evaluacién
€YY x X =Y
(f,z) = f(x)
y su restriccion
e: M(X,)Y)x X =Y
(f,z) = f().

Diremos que una topologia en M(X,Y’) es admisible si la evaluacién es conti-
nua respecto a dicha topologia.

Una topologia en M (X,Y) que toma en cuenta tanto la topologia de X
como la de Y y que generaliza a la topologia producto es la topologia compacto-
abierta.
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Sean X y Y espacios topolédgicos y Y # (). La topologia compacto-abierta
(ca) en M(X,Y) es la generado por los subbésicos

US ={feMX.)Y)|f(K)cU}

= ((IT vy x IT v) nM(x,v)

keK k¢ K
con K compacto en X y U abierto en Y.

1.14 Proposicién. Sean X y Y espacios topoldgicos con' Y # 0. Si T es una
topologia admisible en M (X,Y), entonces caC T

De ahora en adelante M (X, Y") siempre tendra la topologia compacto-abierta.

1.15 Proposicién. Sean X y Y espacios topoldgicos con Y # 0. Si X es un
espacio de Hausdorff localmente compacto, entonces la topologia ca es admisible.

1.16 Corolario. Sean X y Y espacios topoldgicos con' Y # 0. Si X es un
espacio de Hausdorff localmente compacto, entonces la topologia ca es la minima
(mds gruesa) admisible en M(X,Y).

1.3.1. Ley exponencial
1.17 Proposicién. Sean X, Y y Z conjuntos, entonces
ZXXY o (7V)X
esta equivalencia de conjuntos es llamada ley exponencial.
Demostracion. Basta definir
¢: ZXXY L (ZV)X
(f: X XY = 2) = (6(f): X = Z7)

y como inversa
b (ZY)X s ZXxY
(g: X = 2) = (Y(9): X xY = 2)
P(9)(z,y) = 9(=)(y)
Es rutina ver que ambas composiciones son las respectivas identidades. O

Deseamos tener un resultado andlogo para M(X,Y).
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1.18 Proposicion. Sean X, Y y Z espacios topoldgicos con'Y de Hausdorff y
localmente compacto. Entonces se tiene una equivalencia de conjuntos

¢: M(X xY,Z) — M(X,M(Y, Z)).
Para que ¢ esté bien definida se requiere:
1. Para toda = € X, ¢(f)(z): Y — Z sea continua para toda f € M (X x
Y, 7).
2. ¢(f): X — M(Y,Z) sea continua para toda f € M(X x Y, Z).

Con una condicién adicional, la equivalencia de conjuntos en la proposicién
anterior es un homeomorfismo.

1.19 Teorema (Ley exponencial para aplicaciones continuas). Si X, Y y Z son
espacios topoldgicos tales que X yY son Hausdorff yY es localmente compacto,

entonces
¢: M(X X Y7Z) — M(X,M(Y,Z))

es un homeomorfismo.

1.20 Corolario. Si X y Y son espacios topoldgicos tales que X es Hausdorff
y localmente compacto, entonces

MIxXY)2M(I,M(X,Y)).
Es decir, una homotopia entre dos aplicaciones continuas fy, f1: X — Y es
equivalente a un camino a en M (X,Y) de fy a f1 definido por (1.1).

1.21 Proposicion. Sean X, Y y Z espacios topoldgicos. St X y 'Y son local-
mente compactos y Hausdorff, entonces la aplicacion

c: M(X,Y)x M(Y,Z) - M(X,Z)
(frg)—gof
es continua.

En particular, si f: X — Y es continua, entonces induce por restriccién de
¢ una aplicacién continua

f*M(Y,Z) — M(X,Z)
gr—gof.

Igualmente, si g: Y — Z es continua, entonces induce por restriccion de ¢ una
aplicacién continua

gu: M(X,)Y) — M(X,Z) (1.2)
f—gof. (1.3)
1.22 Nota. Si f y g son homeomorfismos, entonces f# y g4 son homeomorfis-

mos.

1.23 Proposicion. Sean X, Y y Z espacios topoldgicos con X de Hausdorff.
FEntonces

M(X,Y x Z) = M(X,Y) x M(X, Z).
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1.3.2. Parejas de espacios y sus espacios de funciones

Una pareja de espacios es una pareja (X, A) donde X es un espacio to-
polégico y A es un subespacio de X.

Un caso particular importante de parejas de espacios son las parejas de la
forma (X, xz¢), con o € X un punto especifico llamado punto base. A estas
parejas de espacios se les llama espacios punteados.

Dadas dos parejas de espacios (X, A) y (Y, B), definimos el espacio de fun-
ciones continuas entre ellas M (X, A;Y, B) como el subespacio de M (X,Y") que
consiste en las aplicaciones continuas f: X — Y tales que f(A) C B.

En particular, para dos espacios punteados (X, zo) y (Y,y0) tenemos que
M (X, x0;Y,y0) consta de las aplicaciones continuas f: X — Y tales que f(xg) =
Yo, es decir, mandan el punto base de X en el punto base de Y. A estas aplica-
ciones se les llama aplicaciones punteadas.

1.24 Ejemplo. Sea I = [0,1] y I = {0,1} su frontera. Consideremos los
espacios
M(I,X)D> M(I,0;X,x0) D M(I,0I; X, x0) (1.4)

para un espacio punteado X, xg).
= A M(I, X) se le llama espacio de trayectorias libres en X.

= A M(I,0; X, z) se le llama espacio de trayectorias en X basadas en
Zo-

= A M(I,0I; X, xg) se le llama espacio de lazos en X basados en zj y
se denota por Q(X, zo).

Consideremos dos parejas de espacios (X, A) y (Y, B), definimos su produc-
to como la pareja

(X,A) x(Y,B)=(XxY,X x BUAXY).

1.25 Ejemplo. (I,0I) x (I,0I) = (I2,0I?), donde I? es el cuadrado unitario
en el plano y 9I? su frontera que es homeomorfa al circulo S*.

Inductivamente, (I",9I") x (I,0I) = (I"*1,0I"*1), donde I"*! es el cubo
unitario en R™"*! y 9I"*! su frontera que es homeomorfa a la esfera

St ={(z1,. ., Tps1) ER" 2]+ 2l =1}
1.26 Proposicién. Tenemos que
M((X,A) x (Y,B),(Z,C)) =~ M(X,A; M(Y,B; Z,C),C)
donde C = M(Y,Y; Z,C).
Por la proposicién anterior, tenemos que

M (I, 91" X, o) 2 M(I,01; M(I™, 01" X, ), Fo)

13



donde &g € M(I™,0I™; X, xo) tal que Zo(I™) = xo.

Al espacio M (I™,01™; X, xg) se le llama n-espacio de lazos en X basados
en xp y se le denota por Q" (X, o).

De lo anterior tenemos que

Q(Qn(X, .1‘0), fo) = Qn+1(X, 1‘0).

1.27 Ejercicio. Sea (X, zo) un espacio punteado. Demuestra que hay un ho-
meomorfismo

O"(X,x0) 2 M(S", % X, x0).
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Capitulo 2

Clases de Homotopia

Recordemos del Ejercicio 1.2 que dados X y Y la homotopia entre aplica-
ciones continuas de X a Y define una relacién de equivalencia en M(X,Y).
Denotemos por [X, Y] el conjunto de clases de homotopia de aplicaciones de
XaY.

Andlogamente, podemos definir el concepto de homotopia entre aplicaciones
continuas de parejas de espacios, es decir, si f, g: (X, A) — (Y, B) son aplicacio-
nes de parejas de espacios, entonces f >~ g si existe una homotopia de parejas
de fag, H: (X,A) xI — (Y,B), tal que H(x,0) = f(z) y H(z,1) = g(x).
Similarmente, denotamos por [X, A;Y, B] el conjunto de clases de homotopia.
En particular, si X = (X,z9) y Y = (Y,y0) son espacios punteados, enton-
ces denotamos por [X, Y], el conjunto de clases de homotopia de aplicaciones
punteadas entre X y Y.

2.1 Nota. Por el Corolario 1.20 tenemos que si X es Hausdorff y localmente
compacto, entonces una homotopia entre las aplicaciones fy, f1: X — Y es equi-
valente a tener un camino en M (X,Y) de fy a f1. Por lo tanto, las componentes
por caminos de M (X,Y) equivalen a las clases de homotopia de aplicaciones de
X aY, es decir

(X, Y] = m(M(X,Y)).
Andlogamente tenemos que [X, A;Y, B] = mo(M (X, A;Y, B)).
2.2 Nota. As{ como vimos al conjunto de clases de homotopia [X,Y] como
el conjunto de componentes por caminos del espacio de aplicaciones continuas
M(X,Y), también podemos ver al conjunto de componentes por caminos mo(X)
de un espacio X, como un conjunto de clases de homotopia. Un camino a: I —
X de g = @(0) a z1 = (1) se puede ver como una homotopfa a: {x} x I — X
entre dos aplicaciones continuas

i {x} =X, i=0,1

Zi(x) = x;

15



del espacio con un solo punto {x} a X, as{ mo(X) = [{*}, X]. En el caso de
espacios punteados (X, zg) tenemos

mo(X) = [SY, X]., (2.1)

donde S° = {po, p1} es la esfera de dimensién cero, que es el espacio que consta
solamente de dos puntos.

2.3 Ejercicio. Demuestra que si X o Y son espacios contraibles, entonces [X, Y]
consta de un sélo punto (Sugerencia: demuestra que todas las aplicaciones de
X a'Y son homotépicas a la aplicacién constante).

2.4 Ejercicio. Demuestra el siguiente isomorfismo de conjuntos:
[X,Yl X YQ} = [X, Yﬂ X [X,Yé]

2.5 Proposicion. Sean X y Y localmente compactos y de Hausdorff. Entonces
identificando

mo(M(X,Y) x M(Y,Z)) con mo(M(X,Y)) x mo(M(Y,Z)),
la aplicacion ¢ de la Proposicion 1.21 determina una funcion
(X, Y] x[Y,Z] — [X, Z]
(If1:lg]) = lg o f1.
En particular, f: X —Y induce
[y, 2 = X, 7]

yg9:Y — Z induce
g« [X,Y] — [X, Z].

(Para éstas dos iltimas no se requieren hipdtesis sobre X yY ).
2.6 Nota. También se tiene un resultado andlogo para parejas de espacios.

En términos de clases de homotopia, una equivalencia homotépica f: X — Y
es una aplicaciéon que tiene un inverso homotdpico, es decir, una aplicaciéon
g: Y — X tal que las clases de homotopia [gof] = [idx] en [X, X] y [fog] = [idy]
en [Y,Y]. Por lo tanto tenemos la siguiente

2.7 Proposicién. Si f: X — Y es una equivalencia homotdpica, entonces f
induce biyecciones (equivalencia o isomorfismo de conjuntos)

I [Y,Z] - [XvZ]

fei 2, X] = [2,Y]

para cualquier espacio Z.
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2.1. Grupos Topoldgicos

Hemos estudiado las principales propiedades de los conjuntos de clases de
homotopia de aplicaciones [X, Y] entre dos espacios topoldgicos X y Y. Nuestro
siguiente objetivo es introducir estructuras algebraicas en [X, Y] para enriquecer
nuestra teorfa, para ello necesitamos recordar la nociéon de grupo topoldgico.

Un grupo topolégico es un espacio punteado (G, e) dotado de dos aplica-

cién continuas
w:GxG—-G

llamada multiplicacién, y
1:G—-G

llamada inverso, las cuales dan a G una estructura de grupo, es decir, los
siguientes diagramas conmutan:

e,l l,e
a ( )G (1,e)

N

G

(identidad bilateral) (2.2)

GxGxG~axa (asociatividad) (2.3)

GxG—r>a

G ﬂ GxG (<1L G (inverso bilateral) (2.4)

S

Tenemos que e: G — G es la aplicacién constante e(g) = e para toda g €
G, la aplicacién (e,1)(g) = (e, g), etc. Ademds G es llamado conmutativo o
abeliano si ademas el siguiente diagrama conmuta

donde T: G x G — G x G es la aplicacién T(g1,92) = (92,91), para toda
(91792) cG xd.

2.8 Ejemplo. Los siguientes son ejemplos de grupos topoldgicos:

1. G =R, los nimeros reales con la topologia usual y la suma.
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2. G =R — {0}, con la topologia inducida por R y con la multiplicacién.

3. G =R", el espacio Euclideano de dimensién n con la topologia usual y la
suma de vectores.

4. G=S'={e" € C|z € R}, el circulo unitario con la topologfa inducida
por C y la multiplicacién de ntimeros complejos: e*®e® = e* 1Y,

5. G = GL,(R) las matrices n x n con determinante no nulo, como el deter-
minante es una aplicacién continua det: M, «,(R) — R, donde M, «,(R),
el conjunto de matrices n X n con entradas reales, es identificado con R"z,
se tiene que GL,,(R) es un abierto de M,,«,(R). La operacién en GL,,(R)
es la multiplicacién de matrices, la cual es continua.

Noétese que el la restriccién del determinante det: GL,(R) — R — {0} es
un homomorfismo continuo.

Sea G un grupo topoldgico. Tenemos que M(X,G) es también un grupo
topolégico con la siguiente multiplicacion:

M(X,G) x M(X,G) — M(X,G)
(f,9) = po(f,9)=fg,

es decir, (fg)(x) = f(z)g(x). De manera andloga, 7y (G) adquiere una estructura
de grupo inducida por la multiplicaciéon p de G' como sigue:

n: 7T0(G) X 7T0(G) — 7T0(G)
a([z], [y]) = [z, y)] = [zy].

2.9 Proposicién. Sea G un grupo topoldgico. Entonces para todo espacio X,
el conjunto [X,G] tiene una estructura de grupo inducida. Si f: X —Y es una
aplicacion continua, entonces

Y6 = [X, G

es un homomorfismo de grupos, y si g: G — H es un homomorfismo continuo
de grupos topoldgicos, entonces

g« [X,G] — [X, H]

es un homomorfismo de grupos. Finalmente, si G es abeliano, entonces [X,G]
es también abeliano.

2.2. H-Espacios

Hemos visto que si Y es un grupo topoldgico, entonces [X,Y] hereda una
estructura de grupo. La propiedad de ser grupo topoldgico es una propiedad
muy fuerte, afortunadamente es posible debilitar esta condicién en Y y atn
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asi obtener una estructura de grupo inducida en [X,Y]. Esta condicién mds
débil es el concepto de H-espacio.

Estaremos interesados principalmente en el caso de espacios punteados y
aplicaciones punteadas. Denotaremos por M,(X,Y) es espacio de aplicaciones
continuas punteadas de X a 'Y, es decir M, (X,Y) = M (X, z0;Y,yo) donde xg y
Yo son los puntos base de X y Y respectivamente. Andlogamente, denotaremos
por [X, Y], al conjunto de clases de homotopia de aplicaciones punteadas de X
aY, es decir, [X,Y]. = [X,z0;Y, y0)-

Motivados por las propiedades (2.2), (2.3) y (2.4) que definen a un grupo
topoldgico definimos la nociéon de H-espacio.

Un H-espacio es un espacio punteado (W, wy) dotado de una aplicacién
punteada continua

s (W x W, (wo, wo)) — (W, wo)

llamada H-multiplicacién, tal que la aplicaciéon constante e: W — W con
e(w) = wp para toda w € W es una H-identidad, es decir, el siguiente diagrama
conmuta salvo homotopfia:

W——=WxW~=<—-W (identidad salvo homotopia) (2.5)

osea pro(l,e) 21~ po(e1). Decimos que p es H-asociativa si el siguiente
diagrama conmuta salvo homotopia:

Wx W x W2 W x W (asociatividad salvo homotopia) (2.6)

WXW——=>W

es decir po (pux 1) =~ po (1 x u). Una aplicacién
j: (W, wo) — (W, wo)
es llamada un H-inverso, si el siguiente diagrama conmuta salvo homotopia:

G W(<1L %% (inverso salvo homotopia) (2.7)

es decir, po (j,1) 2 e~ o (1, ).
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Ademiés, W es llamado H-conmutativo o H-abeliano si el siguiente dia-
grama conmuta salvo homotopia:

WxW——— =W xW

A

es decir poT =~ p, donde T: W x W — W x W es la aplicacién T'(w1,wq) =
(we,w1), para toda (wi,ws) € W x W.

Un H-grupo es un H-espacio con una H-multiplicacién H-asociativa pu y
un H-inverso j.

Si (W,wp) y (W' w)) son H-espacios con H-multiplicaciones p y p’ res-
pectivamente, y h: (W,wy) — (W', w()) es una aplicacién punteada continua,
decimos que h es un H-homomorfismo si el siguiente diagrama conmuta salvo
homotopia

W x W ——=W
hxhi \Lh
W' x W' — W
%
es decir, hop =~ ' oh x h.
La razén de esta definicién es la siguiente proposicion.

2.10 Proposicién. Si (W,wy) es un H-grupo con H-multiplicacidn p y H-
inverso j, entonces para todo espacio punteado (X, xg), al conjunto

(X, Wl

se le puede dar una estructura de grupo si definimos el producto [f]-[g] como la
clase de homotopia de la composicion

XA xxx % wew S w

Donde A es la aplicacion diagonal dada por A(x) = (x,x). La identidad de

grupo es la clase [e] de la aplicacion constante, y el inverso estd dado por [f]~* =

[7o f]. Sip es H-conmutativa, entonces [X, W], es abeliano. Toda aplicacion
f: (X, 20) — (Y, y0) induce un homomorfismo

YW — (X, WL

2.11 Nota. Sea fg: X — W dada por la composicién po f x go A, es decir,

Por lo tanto tenemos que



2.12 Ejercicio. Demuestra que si (W, wq) es un H-grupo H-abeliano, entonces
[X, W], es un grupo abeliano.

2.13 Proposicién. Si h: W — W' es un H-homomorfismo de H-espacios,
entonces para todo espacio X,

he: [X, W] — [X, W],

es un homomorfismo.

2.2.1. Espacios de Lazos

Claramente los grupo topolégico son ejemplos de H-espacios.

Un ejemplo fundamental de H-espacios es el espacio de lazos de un espacio
topolégico punteado.

Si (Y, yo) es un espacio punteado, entonces su espacio de lazos Q(Y,yo) ba-
sados en yg, es a su vez un espacio de lazos punteado, con punto base g, el lazo
constante §o(t) = yo, para toda ¢ € I.

El espacio de lazos (2Y, 7o) tiene la estructura de un H-grupo como sigue.
La H-multiplicacién estd dada por

w: QY x QY — QY

tal que para lazos o, 3 € QY tenemos

El H-inverso estda dado por

j: QY - QY
je)(t) = a(l —1).

2.14 Ejercicio. Verifica que p es continua.

Para probar que pu es efectivamente una H-multiplicacién de H-grupo, tene-
mos que verificar que los diagramas (2.5), (2.6), (2.7) conmutan salvo homotopfa.
Por ejemplo, si e: QY — QY es la aplicacién constante e(a) = o, con go el
lazo constante, para ver que j es un H-inverso, la homotopfa entre p(a, j(«)) y
e esta dada por:

H: QY xI—QY

a(2(1 — s)t) si0
1

H(e, 5)(t) = {oz(2(1 —9(1—1) si

La segunda homotopia esta dada de manera andloga.
Por lo tanto tenemos
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2.15 Teorema. Para todo espacio punteado Y, QY es un H-grupo y por lo
tanto, para todo espacio puntado X, [X,QY]. es un grupo. Si f: X — X' es
continua, entonces

XY, — [X, QY.

es un homomorfismo. Finalmente, si g: Y — Y’ es una aplicacién punteada,
entonces lg: QY — QY dada por la restriccion de g dada en (1.2), es un
H-homomorfismo. Entonces

(Qg).: [X, QW] — [X, QW]

es un homomorfismo de grupos.

2.3. H-Coespacios

Podemos preguntarnos por la situaciéon dual a la que planteamos a con los
H-espacios, es decir, definir espacios punteados (@, qo) tales que [@, Y]« es un
grupo para todo espacio punteado (Y, yo) y tal que si g: Y — Y’ es continua,
entonces ¢, : [@,Y]. — [Q, Y]« es un homomorfismo.

Para esto, necesitamos el concepto dual al producto cartesiano de espacios
punteados. Sean (X, zg) v (Y,yo) espacios punteados. Su producto topoldgico
es también un espacio punteado (X X Y, (z9,¥0)). Definimos el coproducto
reducido o suma cuna X VY como el subespacio de X x Y

X\/Y:{(aj‘,y)EXXY|],‘:]JOOy:y0}7

es decir, X VY = X x {yo} U{ao} xY C X x Y.

De manera dual al producto, la cuna tiene la siguiente propiedad, dadas dos
aplicaciones punteadas f: X — Z y g: Y — Z, entonces existe una aplicaciéon
punteada

(f,9): XVY —>Z

dada por

oo ary) = {1 S -
g(y) siz =z

Por otro lado, si f: X — X'y g: Y — Y’ son aplicaciones punteadas, estas
definen una aplicacién punteadas

fVg: XVY - X' vY’

dada por
(fVg)z,y) = (f(z)9(y))

2.16 Ejercicio. Demuestra el siguiente isomorfismo de conjuntos:

[Xl \/XQ,Y] = [Xl,Y] X [XQ,Y]
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Un H-coespacio es un espacio punteado (@, qo) dotado de una aplicacién
punteada continua

v: (Q,q) — (QV Q, (g, 9))

llamada H-comultiplicacion, tal que la aplicacién constante e: Q — @ con
e(q) = qo para toda q € Q es una H-counidad, es decir, el siguiente diagrama
conmuta salvo homotopia:

Q e QVQ % Q (counidad salvo homotopia) (2.9)

\ /
v

Q
osea (1,e)ov ~ 1~ (e, 1) ov. Decimos que v es H-coasociativa si el siguiente

diagrama conmuta salvo homotopia:

QVAEVQ wr QVQ (coasociatividad salvo homotopia) (2.10)

QVQ~<— Q

es decir (v V 1)ov ~ (1Vv)owv. Una aplicacién

j: (Q,qo) - (Q7q0)
es llamada un H-coinverso, si el siguiente diagrama conmuta salvo homotopfia:

(4:1) (1,9)

Q (coinverso salvo homotopia) (2.11)

es decir, (j,1)ov ~e =~ (1,5)ov.
Ademas, @Q es llamado H-coconmutativo o H-coabeliano si el siguiente
diagrama conmuta salvo homotopia:

T

QVQ

N

Q

es decir Tov ~ v, donde T: QVQ — QVQ es la aplicacion T(q1, g2) = (¢2,91),

para toda (¢q1,92) € Q V Q.
Un H-cogrupo es un H-coespacio con una H-comultiplicacién H-coasociativa

v y un H-coinverso j.
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Si(Q,q0)y (Q, qf) son H-coespacios con H-comultiplicaciones vy v’ respec-
tivamente, y k: (Q’,q)) — (Q, qo) es una aplicacién punteada continua, decimos
que h es un H-cohomomorfismo si el siguiente diagrama conmuta salvo ho-
motopia

QVQ<—2Q

kva kT

Q/\/Q/%Q/
es decir, vok~kVko.

2.17 Nota. Para “dualizar” en general basta reemplazar K x K por KV K e
invertir las flechas.

Anélogamente al caso de H-grupos, la razén de esta definicién es la siguiente
proposicién.

2.18 Proposicién. Si (Q,qo) es un H-cogrupo con H-comultiplicacion v y H-
coinverso j, entonces para todo espacio punteado (X, xo), al conjunto

(@, X].
se le puede dar una estructura de grupo si definimos el producto [f] * [g] como
la clase de homotopia de la composicion
QLovol xvx &L x.

Donde A’ es la aplicacion de doblado dada por A'(x,z¢) = x = A(xg,x).
La identidad de grupo es la clase [e] de la aplicacion constante, y el inverso
estd dado por [f]™* = [f o j]. Si v es H-coconmutativa, entonces [Q,X]. es
abeliano. Toda aplicacion f: (X, xz9) — (Y, yo) induce un homomorfismo

fer 1@, X]w = [Q, Y.

2.19 Nota. Sean f: Q@ — X y g: Q — X aplicaciones continuas. Definimos la
aplicacion (f,g): QV Q — X por (f,g) = A’ o (f V g), es decir

(£,9)(q1,42) = flar) S% a2 - 40,
9(g2) st g = qo.

Entonces tenemos que
[f1*[g] = [(f, 9) o v].

2.20 Ejercicio. Demuestra que si (@, go) es un H-cogrupo H-coabeliano, en-
tonces [@, Y], es un grupo abeliano.

2.21 Proposicion. Si k: Q" — Q es un H-cohomomorfismo de H -coespacios,
entonces para todo espacio Y,

k*: [Q’Y]* - [Q/’Y}*

es un homomorfismo.
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2.3.1. Suspensiones

El ejemplo tipico de un H-cogrupo lo da la suspensién reducida de un espacio
punteado. Esta construccién es en cierto sentido, dual a la construccion del
espacio de lazos.

Si (X, ) es un espacio punteado, definimos su suspensién reducida X
como el cociente

YX=XXxTI/(Xx{0}UX x {1} U{ag} xI)

el cual es nuevamente un espacio punteado, cuyo punto base es la imagen de
X x{0}UX x {1} U{zo} x I, despues de que ha sido colapsada a un punto en
el cociente.

Denotamos por x At la clase de (z,t) € X x I. Entonces, el punto base es
To=xgANt=xA0=2xA1l Sif: X —Y esuna aplicacién punteada, entonces
f xid; induce una aplicacién punteada

Sf: EX ¥, (2.12)
SflxAt) = f(z) At (2.13)

2.22 Proposicion. Tenemos el siguiente homeomorfismo.
RHE= Lt
Definimos una H-comultiplicacién
r: X - XX VEX

por

(A1) (x A 2t,T0) si0<t< 3
v\x =
(To,zA(2t—1)) siz<t<1

la cual tiene el efecto de “aplastar” el ecuador.

2.23 Ejercicio. Sij: ¥X — XX estd dada por j(x At) = x A (1 —1t), entonces
demuestra que j determina un H-coinverso. (Sugerencia: Usa la homotopia del
H-inverso dada en (2.8)).

Tenemos el siguiente resultado.

2.24 Teorema. Para todo espacio punteado X, XX es un H-cogrupo y por lo
tanto, para todo espacio puntado Y, [XX,Y]. es un grupo. Si g: Y — Y es
continua, entonces

gt X, Y] — [EX, Y],

es un homomorfismo. Finalmente, si f: X — X' es una aplicacién punteada,
entonces Lf: XX — X X' es un H-cohomomorfismo. Entonces

(Zf)": [EX Y] — [BX, Y.

es un homomorfismo de grupos.
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2.4. Adjuncién

Existe una relacién entre las estructuras de grupo que se definen en los con-
juntos de clases de homotopia usando espacios de lazos y suspensiones expresada
en la siguiente proposicion.

2.25 Proposicion. Hay un homeomorfismo
M.(ZX,Y) = M. (X,QY)

tal que la biyeccion inducida

EX,Y]. 2 [X,QY].

es un isomorfismo de grupos.

Demostracion. El homeomorfismo y su inversa estdan dados por
M,(X2X,Y) < M.(X,QY)
g:E2X =Y —§: X —-QY

9(x)(t) = g(z A1)
fi2X -Y —f: X—-QY
flant) = f(2)()

Este homeomorfismo induce una biyeccién entre las componentes por caminos.

O

2.26 Ejercicio. Muestra que las biyecciones [XX, Y], & [X, QY], es natural
en X yen Y, es decir, muestra que si f: X’ — X y g: Y — Y’ son aplicaciones
punteadas, entonces los diagramas

EX,Y], — = [X,QY].

o0 E

X, Y], — [X',QY],

[BX,Y], — [X,QY],

g*l i(Qg)*

[EX/a Y]* - [le QY]*

conmutan, donde las flechas horizontales representan los isomorfismos corres-
pondientes.
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Si Q es un H-cogrupo y W es un H-grupo, entonces obtenemos dos estruc-
turas de grupo en [Q, W]..

Para comparar ambas estructuras necesitamos el siguiente sencillo lema al-
gebraico.

2.27 Lema. Sea G un conjunto equipado con dos multiplicaciones *, - tales que
(a) *, - tienen una unidad bilateral comn e:
exr=xrke=r=e-Tr=21-e€.
(b) *, - son mutuamente distributivas, es decir,
Entonces x y - coinciden y ambas son conmutativas y asociativas.
Demostracion. Tenemos que
zxy=(x-e)x(exy)=(xxe) (exy)=xz-y

por lo tanto * y - coinciden.
Ademas

xxy=(e-z)*x(y-e)=(exy) (x*xe)=y-x=yx*ux,

por lo que la estructura es conmutativa.
Finalmente

ex(yxz)=(v-e)x(y-2)=(rxy) (ex2) = (zxy)*z
por lo que la estructura es asociativa. O

2.28 Proposicién. Las dos estructuras de grupo en [Q, W, coinciden y ambas
son conmutativas.

Demostracion. (a) Sabemos que ambos productos tienen como neutro bilateral
a la aplicacién punteada constante

e:Q—W

q — wop.

(b) Falta ver que son mutuamente distributivas, es decir,

([w] = [2]) - ([y] * [2]) = [(w, z) o v] - [(y, 2) o] = [((w,z) o ¥)({y, 2) o v)].
Veamos que hace esta aplicacién representante de la clase:
{((w, ) ov)({y, 2) o V) }q) = p(((w, ) o v)(q), ({y, 2) o v)(q))
(w, ) (q1,92)(y, 2) (01, 42))

7!
_ p(w(gi),y(q1)) g2 =qo
wz(g2),2(q2)) @1 = qo-



Por otro lado

([w] - [w]) * ([2] - [2]) = [wy] = [22] = [(wy, z2) o ],

Veamos que hace la aplicaciéon representante de la clase:

(wy, zz) o v(q) = (wy, 22)(q1, 42)

{u(w(ql),y(m)) % =

w(z(q2),2(g2)) @1 = qo-

2.29 Corolario. Paran > 2, los grupos isomorfos
"X, Y], & [X,Q"Y]..

son abelianos.
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Capitulo 3

Grupos de homotopia

Con lo hecho hasta ahora, podemos generalizar a nuestro invariante topolégi-
co mo(X), el conjunto de componentes por caminos.

Sea (X, xp) un espacio punteado, entonces definimos 71 (X) como el conjunto
de componentes por caminos del espacio de lazos de X basados en z¢ (QX, Zo).
En general definimos m,(X) como el conjunto de componentes por caminos del

n-ésimo espacio de lazos:
WTL(X) = Wo(QnX)

y es llamado el n-ésimo grupo de homotopia de X. El grupo 71 (X) también
se llama grupo fundamental de X.

3.1 Nota. Por (2.1) tenemos que
T (X) = m(Q"X) = [S°, Q" X].,

y como Q"X es un H-grupo, tenemos que 7, (X) con n > 1 tiene estructura de
grupo.

Usando la Proposicién 2.25 podemos dar otra interpretacion de los grupos
de homotopfa.

3.2 Proposicion. Sea X un espacio punteado, entonces
T (X) = [S", X]..
Demostracion. De la Proposicién 2.22 tenemos que

(X)) = [SY, Q" X], = 25, X]. = [9", X]...

Tenemos el siguiente corolario de la Proposicion 2.28.

3.3 Corolario. Los grupos de homotopia m,(X) de X son abelianos si n > 2.
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Usando la Proposicién 2.5 obtenemos la generalizacion de la Proposicién 1.11.

3.4 Proposicion. La construccion m, es funtorial, es decir, satisface las si-
guientes propiedades

1. Si f: X — X es la identidad, entonces
[t T (X) — mn (X)
es también la identidad.

2.8 f: X —-Y yg:Y — Z son continuas, entonces

(go flx=geo fu: mn(X) — T (2).

En particular, si f: X — Y es un homeomorfismo, entonces fi: m,(X) —
T (Y) es un isomorfismo de grupos para n > 1.

Del Ejercicio 2.3 tenemos:
3.5 Proposicién. Si X es contraible, entonces m,(X) =0 para toda n > 0.

De la Proposicién 1.23 tenemos que 7, (Y x Z) = 7, (Y) x m,(Z). En general
tenemos que para un producto [], X, de una coleccién arbitraria de espacios
conexos por caminos se tienen isomosfismos

(][ Xa) = [[7n (Xa)-
« «
Como hemos visto, las esferas S™ son muy importantes en la Teoria de
Homotopia. Respecto a sus grupos de homotopia tenemos el siguiente resultado.
3.6 Proposicién. m,.(S™) =0 para toda r < n.

Idea de la demostracion. Dada una aplicaciéon S™ — S™ se puede deformar a
una aplicacién homotdpica que no contenga a un punto de S™ en su imagen y
entonces se usa que el complemento de un punto en S™ es contraible. O

De este resultado tenemos la siguiente definicién. Sea X un espacio punteado
y n > 0. Decimos que X es n-conexo si 7,.(X) = 0 para r < n. En particular,
X es 0-conexo si y sélo si X es conexo por caminos.

3.7 Ejemplo. La Proposicion 3.6 nos dice que la esfera S™ es n — 1-conexa.
Con respecto a la suma cunia tenemos el siguiente resultado:

3.8 Proposicién. Supongamos que X es m — 1-conexo y Y es n — 1-conexo.
FEntonces

(X VY)27r.(X)en.(Y),

si2<r<m-+n-—2.
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Recordemos que dada una aplicacién f: S™ — S™ tenemos una aplicacion
inducida en las suspensiones XL f: 35" — 25" dada por (2.12). Esto nos define
un homomorfismo

Wr(Sn) N 71_T+1(Sn+1)
[f1—=[Ef].

Esto nos da un resultado conocido como el Teorema de Suspensién de Freuden-
tal.

3.9 Teorema. El homomorfismo dado por la suspension m.(S™) — m.11(S™H1)
es un isomorfismo para r < 2n — 1 y suprayectivo para r = 2n — 1.

3.10 Corolario. 7,(S") = m,,1(S™*) para toda n > 2 y w1 (S*) — ma(S?) es
suprayectiva.

3.1. Grupos de homotopia relativa

Lo que hemos hecho se generaliza inmediatamente para el caso de pare-
jas de espacios punteados (X, A) con punto base g € A C X. Por ejemplo,
[XX,X¥A;Y, B, tiene estructura de grupo y es isomorfo a [X, A; QY, QB]...

Sea (X, A) una pareja de espacios con punto base g € A C X. Paran > 1
definimos

(X, A) = [D", 8" X, Al

3.11 Proposicién. El conjunto 7, (X, A) tiene las siguientes propiedades:
1. (X, A) es un grupo sin > 2 y es abeliano sin > 3.

2. Una aplicacion f: (D™, S™""1 %) — (X, A, xo) representa al elemento iden-
tidad de m,(X, A) si y sdlo si f es homotdpico como aplicacién de parejas
punteadas a una aplicacion g tal que g(D™) C A.

El grupo m, (X, A), n > 2 es llamado el n-ésimo grupo de homotopia de
la pareja (X, A).

3.12 Nota. Para el caso particular de que la pareja de espacios sea un espacio
punteado (X, xg) tenemos que si n > 1

(X, {zo}) = [D™, 5" 5 X, {xo}]s = [S", X]s = mn(X).
Por lo tanto identificaremos ambos conjuntos. Por lo tanto la inclusién j: (X, {zo}) —

(X, A) induce
Ju: (X)) 2 (X, {z0}) — ma(X, A),

el cual es un homomorfismo si n > 2.
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Si nos restringimos al segundo término de la pareja obtenemos el homomor-
fismo 0 dado por el siguiente diagrama:

(X, A) - — 2 = =1 (A)

(D", §"1; X, A], — [$"1, Al

El homomorfismo 9 es llamado el homomorfismo de conexién de los grupos
de homotopia de la pareja (X, A).

Seai: (A,xz9) — (X, o) lainclusion, y i, : m,(A) — 7, (X) el homomorfismo
inducido por 7, entonces obtenemos una sucesion

Tu Jx 14}
- = mp(A) = (X) —;wn(X, A) — Tp_1(4) — ... (3.1)
= m (X, A) = m(A4) L mo(X)

la cual tiene una propiedad que nos serd muy tutil.

3.1.1. Sucesiones Exactas
Una sucesién de grupos A L, B L C es llamada exacta si imi = ker 7J.
3.13 Nota. Las sucesiones exactas de la forma
0-A-BLC—0 (3.2)

son llamadas sucesiones exactas cortas. Nétese que se tiene que i es inyectiva,
J es suprayectiva y que j induce un isomorfismo de B/i(A) en C por el Primer
Teorema de Isomorfismo.

3.14 Nota. Decir que k: A — B es un isomorfismo es equivalente a decir que
0 — A5 B — 0 es exacta.

3.15 Proposicion. Para una sucesion exacta corta
0-A5BLo=o (3.3)
de grupos abelianos las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1) Eziste un homomorfismo r: B — A tal que roi=14.
11) Existe un homomorfismo q: C — B tal que joq = 1¢.
En ambos casos se tiene un isomorfismo B = A® C.

Decimos que una sucesion exacta se escinde si cumple con alguna de las
afirmaciones de la Proposicién 3.15.

Un resultado fundamental en Teoria de Homotopia es que la sucesién dada
en (3.1) es exacta y es conocida como la sucesiéon exacta de homotopia.
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Como una aplicacién de la sucesién exacta de homotopia consideremos una
retraccién 7: X — A de X en un subespacio A. Entonces si i: A — X es la
inclusién tenemos que r oi = 14 y por lo tanto r, o i, = (r 04), = 1., es decir,
ix tiene a r, como inverso izquierdo y por lo tanto i, es inyectivo. Entonces en
la sucesién exacta de la pareja (X, A)

) i j )

o T(A) S (X)) S m (X, A) = o1 (A) — .

tenemos que el homomorfismo de conexién 9 es siempre cero, por lo que obte-
nemos una coleccién de sucesiones exactas cortas

N—

T x

que se escinden y por lo tanto
7rn(‘X) = ﬂ—n(A) S5 Wn(Xv A)

si todos son grupos abelianos.

3.2. Haces localmente triviales

Un haz localmente trivial es una cuddrupla (E,p, B, F') donde p: E — B
es una aplicacién continua tal que B tiene una cubierta abierta {U, }oc4 ¥ para
cada a € A existe un homeomorfismo

G Uy X F — U,

tal que po ¢ = pu,: Uy X F — U,. En otras palabras, localmente p: E — B
es un producto. A F se le llama la fibra del haz.

3.16 Ejemplo. Sea S® C C x C definida como
S ={(2,2)eCxC|zz+72 =1}

Identifiquemos a la esfera de Riemann, definida por CU{cc}, con S? mediante
la proyeccion estereografica. Definimos una aplicacién

p: S% — 8% =CuU {0}

por p(z,2') = z/2' si 2’ # 0y por p(z,2') = 0o si 2’ = 0. Entonces p es una
fibracién localmente trivial con fibra S* = {¢ € C | (¢ = 1}. La aplicacién p se
conoce como la fibracién de Hopf.

Un haz fibrado (E,p, B, F) con F discreta es llamada un cubriente de B.
3.17 Ejemplo. La aplicacién exponencial
p:R—StccC

definida por p(t) = >, Claramente p(t) = p(t') si y sélo si t —t' € Z. Tenemos
que (R,p, S',Z) es un cubriente de S*.
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3.18 Teorema. Sip: E — B es un haz localmente trivial entonces la sucesion

= T (F) = mp(E) = mp(B) = -1 (F) — ...

es exacta. FEsta sucesion es llamada la sucesion exacta de la fibracion.

De la sucesién exacta de la aplicacién exponencial tenemos

- = T (Z) = T (R) = 7, (SY) = 7 1(Z) = 71 (R) — ...

como Z es discreto tenemos que

(@) Z sin=20
Tn(Z) =
0 sin#0

y como R es contraible 7, (R) = 0 si n > 0, tenemos que

7Z sin=1
nSl =
mn(57) {0 sin# 1l

El generador de 1 (S!) es la aplicacién identidad S* — S*.
De la sucesion exacta de la fibracién de Hopf tenemos

= 7"'n(Sl) e 7Tn(53) - 7Tn(52) - 7Tn—l(Sl) ...

y por (3.4) deducimos que

7, (S%) 2 7,(S?) paran >3

(8% =2 1 (SY) = Z

que junto con el Corolario 3.10 y la Proposicién 3.6 tenemos

(57) = 0 sir<n
v =
Z sir=n.

Los grupos m,.(S™) para r > n no se conocen completamente, muchos se han
calculado y su estudio continua siendo un tépico muy importante en topologia

algebraica. Un ejemplo lo obtenemos de (3.5) con n = 3
7T3(S2) = 7T3(SS) = Z,

y el generador estd dado por la fibracién de Hopf.
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3.3. Fibraciones de Hopf

Hay otras fibraciones de Hopf que son haces localmente triviales:

128t — St fibra S°
n: 8% — 52 fibra S*
v: 8T — g4 fibra S°
o: 8 — 58 fibra S”

3.19 Proposiciéon. Sea FF C FE 2, B una haz localmente trivial. Supongamos
que la inclusion de la fibra F' C E es nulhomotopica. Entonces mp(B) = 7, (E)®
Tn—1(F), para toda n > 2.

Aplicando la Proposicion 3.19 a las fibraciones de Hopf obtenemos:

3.20 Corolario. Paran > 2

3.21 Ejercicio. Demuestra que
7T17(S7 V 9515) = 7T18(58).

3.22 Ejercicio. Calcula
[S%v 83, 8% v S3.

35



Bibliografia

Marcelo Aguilar, Samuel Gitler, and Carlos Prieto. Algebraic topology from
a homotopical viewpoint. Universitext. Springer-Verlag, New York, 2002.

Glen E. Bredon. Topology and Geometry. Graduate Texts in Mathematics
139. Springer-Verlag, 1993.

Allen Hatcher. Algebraic Topology. Cambridge University Press, 2001.

George W. Whitehead. Elements of Homotopy Theory. Graduate Texts in
Mathematics 61. Springer-Verlag, 1978.

36



