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Introduccion

Las presentes notas cubren el contenido del minicurso “Grupo Fundamental
y Espacios Cubrientes” impartido en la “Escuela de Verano en Topologia y
Geometria” que se llevé a cabo del 9 al 13 de Julio de 2001 en la Unidad
Cuernavaca del Instituto de Matematicas de la UNAM y estan basadas en [1].

El curso consistio en tres clases, las cuales corresponden a cada uno de los
capitulos de las notas. El objetivo del primer capitulo es definir el grupo funda-
mental de un espacio topoldgico, para ello se dan todas las definiciones necesarias
como lo son: caminos, homotopias y homotopias relativas. En el segundo capitu-
lo se definen los espacios cubrientes, se dan los teoremas de levantamiento y éstos
se aplican para calcular el grupo fundamental de la circunferencia. Finalmente,
en el tercer capitulo se relacionan mas estrechamente el grupo fundamental y
los espacios cubrientes. En primer lugar se define la accién del grupo funda-
mental sobre la fibra de un cubriente y posteriormente se da la clasificacién de
los cubrientes en términos de las clases de conjugacion de subgrupos del grupo
fundamental del espacio base.

Como requisitos se suponen tnicamente los conocimientos de cursos basicos
de Topologia y Algebra (Teorfa de Grupos) de licenciatura. También se usan
algunos conceptos y resultados basicos de acciones de grupos en conjuntos. Dicho
material se supone conocido y no se incluye en las notas por que paralelamente,
en la “Escuela de Verano en Topologia y Geometria” se impartié un curso sobre
Acciones de Grupos.

Espero que estas notas sirvan como una pequena introduccién al mundo de
la Topologia Algebraica. Al final se da una pequena bibliografia donde se pueden
estudiar mas a fondo estos temas y tépicos relacionados, por ejemplo para resul-
tados de Topologia bésica se puede consultar [2] y para profundizar mds sobre
el Grupo Fundamental, Espacios Cubrientes y otros topicos de Topologia Alge-
braica se recomiendan [4] y [3]. Agradezco a José Antonio Arciniega Nevérez el
haber leido con cuidado la versién original y haber corregido multiples errores
que habia en ella. Cualquier comentario o sugerencia para mejorar estas notas
serd bienvenido (jlcm@matcuer.unam.mx).

José Luis Cisneros Molina
2 de agosto de 2005



Capitulo 1

Grupo Fundamental

1.1. Caminos

Denotaremos por I al intervalo [0,1]. Sea X un espacio topoldgico y sean
a,b € X. Un camino o trayectoria de a a b en X es una aplicacién continua
a: I — X tal que (0) =ay a(l) =b.

1.1 Nota. El camino « es la aplicacién y no la imagen «(J). En general pen-
saremos al pardmetro ¢ como el tiempo, con lo que «(t) sera la posicién en X
en el instante t.

1.2 Ejemplo. El ejemplo maés sencillo de camino es el camino constante
€q: I — X definido por ¢,(t) = a para todo t € I.

El siguiente lema nos da dos métodos para obtener nuevos caminos a partir
de caminos dados. En el primero, dado un camino «, nos proporciona un nuevo
camino &, que esencialmente recorre a « en sentido contrario. En el segundo,
dados dos caminos tales que el punto final del primero coincide con el punto
inicial del segundo, nos da un nuevo camino que consiste en unir los caminos

dados.
1.3 Lema. Sean « y 8 caminos en X. Entonces
1. La aplicacion & definida por a(t) = a(l —t), es también un camino en X.

2. Sia(l) = p(0), es decir, el punto final de « coincide con el punto inicial
de 3, la aplicacion (ax 8): I — X definida por

a2t s10<t<1/2,
g =122 /
p2t—1) sil/2<t<1
La demostracién del lema anterior se sigue del siguiente resultado béasico de
topologia, conocido como el Lema del Pegado, el cual usaremos constantemente
mas adelante.



1.4 Lema. Sean X y Y espacios topolégicos y supongamos que X = AU B,
donde A y B son ambos subconjuntos cerrados de X. Si f: A—Y yg: B—Y
son aplicaciones continuas tales que f(x) = g(x) para toda x € AN B, entonces
la aplicacion h: X —'Y definida por

2) = f(z) sixe A,
M) {g(az) siz € B.

es continua.

La demostracién se deja como ejercicio.

1.2. Homotopia

Sean X y Y espacios topoldgicos. Se dice que dos aplicaciones continuas de
X aY, fo, fi: X — Y son homotdpicas si existe una aplicacién continua

F: XxI-=Y,
tal que

F(z,0) = fo(z)
F(z,1) = fi(z).

La aplicacién F' se llama una homotopia entre fy y fi y la denotaremos por

fox=fioF: fox~ fi.
Para cada t € I definimos f;: X — Y por

fi(x) = F(z,t),

la cual es una aplicacién continua. De esta forma, podemos pensar al parametro
t como al tiempo. Entonces, al tiempo ¢ = 0 tenemos la aplicacién fy y cuando
t varia, la aplicacién f; varia continuamente de tal forma que al tiempo ¢t = 1
obtenemos la aplicacién fi. Por esta razon se dice que una homotopia es una
deformacién continua de una aplicacion.

Una aplicacién f: X — Y que es homotdpica a la aplicacion constante se
dice que es nulhomotépica y la homotopia entre ambas se dice que es una
nulhomotopia.

1.3. Homotopia relativa

Dos aplicaciones fp, fi: X — Y son homotdpicas relativamente a un
subconjunto A de X si y sdlo si existe una homotopia

F:XxI—>Y



entre fo y f1 tal que
F(a,t) = fola) = fi(a), Va€A, Vtel,

es decir, para todo a € A, F(a,t) no depende de t € I. Denotaremos esto por

fo~ fi(rel A) o fo a1 a f1.

1.5 Nota. Si A = () entonces una homotopia relativa a A no es otra cosa que
una homotopia.

1.6 Lema. La relacion ~q 4 definida en el conjunto de aplicaciones continuas
de X a'Y es una relacion de equivalencia.

Demostracion. Ejercicio. O

1.4. Equivalencia Homotépica

Podemos utilizar el concepto de aplicaciones homotdépicas para definir una
relacion de equivalencia entre espacios topoldgicos que es més débil que la
relacién de equivalencia dada por homeomorfismos.

Se dice que dos espacios X y Y son del mismo tipo de homotopia si
existen aplicaciones continuas f: X — Y y g: Y — X tales que

gf~1: X — X,
fg~1:Y =Y.

Las aplicaciones f y g son llamadas equivalencias homotdépicas. Diremos
también que X y Y son homotdépicamente equivalentes. Intuitivamente,
dos espacios son homotdpicamente equivalentes si uno puede ser deformado en
el otro contrayendo o encogiendo.

1.7 Ejemplo. La esfera de dimensi6n n — 1, S"" ! ={z e R" | ||z =1} y el
espacio R™ \ {0} son homotépicamente equivalentes.

Sea f: S"~1 — R™\ {0} la inclusién y g: R™\ {0} — S"~! dada por g(x) =
Mot Tenemos que go f = 1: St gn=l v F: R\ {0} x I — R"\ {0} dada

por F(x,t) = es una homotopia entre la identidad de R*\ {0} y fog.

=
t(llel-1)+1

Se dice que un espacio X es contraible si es homotopicamente equivalente
a un punto. Intuitivamente un espacio es contraible si puede deformarse en
si mismo a un punto.

1.8 Ejemplo. Ejemplos de espacios contraibles son los siguientes:
= El espacio Euclideano R™.
= El n-disco cerrado D" = {z € R" | ||z]| < 1}.

= En n-disco abierto E™ = {z € R | ||z|| < 1}.



= Todo subconjunto convexo de R™.

1.9 Ejemplo. Otro ejemplo de espacios homotépicamente equivalentes son el
cilindro C'y la circunferencia S*:

C={(r,y,2) eR¥ |2+ 4> =1, -1 <z< 1},
S' = {(5,9,2) R |22+ 4P =1, 2 =0},

Sea i: S! — (' la inclusién y r: C — St dada por r(x,y,2) = (z,9,0). Obvia-
mente 7 = 1: S' — S, mientras que la aplicacién F: C x I — C definida por
F((z,y,%2),t) = (z,y,tz) es una homotopia entre ir y 1: C' — C.

Los Ejemplos 1.7 y 1.9 nos llevan a la siguientes definiciones.

Un subconjunto de un espacio X se llama un retracto de X si existe una
aplicacién continua r: X — A tal que i = 1: A — A (o equivalentemente si
rla = 1), donde i: A — X es la inclusién. La aplicacién r se llama retraccién.

Un subconjunto A de X es un retracto por deformacion de X si existe
una retracciéon r: X — A tal que ir ~ 1: X — X, donde i: A — X es la
inclusion.

Un subconjunto A de X es un retracto por deformacién fuerte de X si
existe una retraccién r: X — A tal que ir ~ 4 1: X — X. La diferencia con
la definicién anterior es que en este caso, todos los elementos de A quedan fijos
bajo la homotopia.

Notese que las retracciones en los retractos por deformacion, ya sean fuertes
0 no, son equivalencias homotdpicas.

Los Ejemplos 1.7 y 1.9 son retractos por deformacion fuertes.

1.5. Equivalencia de caminos

Se dice que dos caminos o y B en X son equivalentes si a y 3 son ho-
motépicos relativamente a {0, 1}. En este caso escribiremos a ~ 3.
Por lo tanto, los caminos «, 3: I — X son equivalentes si existe una funcién
continua
F:IxI—-X

tal que
F(t,0) =a(t), F(t,1)=p(t), paratel
F(0,s) =a(0) = p4(0), F(l,s)=a(l)=p6(1), parasel

Por el Lema 1.6 tenemos que ~ es una relacién de equivalencia.
Denotemos por [a] la clase de equivalencia del camino «. Definimos ahora
un producto de clases de equivalencia de caminos por

[ [5] = o * ).

El siguiente lema muestra que el producto de clases de equivalencia estd bien
definido.



1.10 Lema. Si ag ~ ai, By ~ (1, tales que ag(1) = Bo(0) y a1(1) = 31(0),
entonces ag * Bg ~ oy * O1.

Demostracion. Ejercicio. O

La proposicién siguiente nos muestra las principales propiedades de este
producto.

1.11 Proposicién. Sean a, B y v caminos en X. Entonces

(a) El producto de sus clases de equivalencia es asociativo, es decir

siempre y cuando este producto tenga sentido, es decir, si a(l) = 3(0) y

A1) =~(0).

(b) Siz e X, la clase de equivalencia del camino constante €, definido en el
Ejemplo 1.2 se comporta como un elemento identidad (por la izquierda o
por la derecha), esto es,

[ea][a] = [a] = [a][ey],
st o es un camino de a a b en X.

(¢) La clase del camino & definido en el Lema 1.3 actia como inverso de la
clase de equivalencia de o, es decir

[ola] = [ea]  [alle] = [e],
para todo camino o de a a b en X.

Demostracion. Solamente demostraremos (a), los otros incisos se dejan como
ejercicios.
Usando la férmula del Lema 1.3 para el producto de caminos tenemos

a(4t) 0<t<3

((axB)x7)(t) =< pAat—1) L<t<d (1.1)
y2t-1) 3<t<1
a(2t) 0<t<:

(ax (Bxy)(t) =< pat—2) L<t<? (1.2)
Y4t -3) F<t<l1

Queremos encontrar una homotopia entre (1.1) y (1.2), para ello nos auxiliamos
del siguiente diagrama:



[
[
~ cuando t € | ,1]
y para s = 1 se aplica « cuando ¢ € [0, 1], f //
B cuando t € [1,2],
o a

v cuando t €

Ht
) con el punto (3,1) es la recta
es la recta t = =2 por lo que

(=)

En el diagrama la recta que une al punto (%
t = s+1

9

y la que une el punto (%,0) con (3,1

7

para un valor arbitrario de s:

a cuando ¢t € [0,

se aplica 3 cuando ¢ € [#

7 cuando t € [5E

i ]-

Para encontrar la homotopia, tenemos que encontrar homeomorfismos lineales
que manden a los intervalos [0, 1], [£HL 42] v [5£2 1] 4] [0,1] y componerlos
con «, [y -y respectivamente, asi

s+1 4t
: 10 0,1 = 1.3
T1 [ ) ]_)[ ) } T1 5+1 ( )
1 2
rz;[sjlr ,SZ | = [0,1] ro=4t—s—1 (1.4)
2 4t -1
rs: (252 1] = [0,1] rp=1- =D (1.5)
5§—2
as{ tenemos
a(£5) 0<t< st
F(t,s) =4 B4t —s—1) =1 <t < 542
Y1) =2 <<,
Como
a(4t) 0<t<1
F(t,0)=q8(4t—-1) $<t<1
y2t—-1) $<t<1
a(2t) 0<t<i
Ft1) = par—2) b<t<?
y(4t—-3) §<t<1
F(0,s) = a(0)
F(1,s) =~(1),
por lo tanto ((a* 3) *y)(t) ~ (a* (8 ++))(t). Entonces el producto de clases de
equivalencia es asociativo. ]



1.12 Nota. Con el producto definido y las propiedades que hemos demostra-
do, el conjunto de clases de equivalencia de caminos en X tiene estructura de
grupoide.

1.6. Grupo Fundamental

Hemos visto que el conjunto de clases equivalencia de caminos de X satisface
practicamente los axiomas de grupo. Pero tenemos dos problemas que impiden
que sea un grupo:

= La multiplicaciéon no siempre estd definida para cualesquiera dos clases.
= La identidad no es tunica.

Para evitar estos problemas usamos el concepto de camino cerrado.

Se dice que un camino « es cerrado o que es un lazo si «(0) = «(1). Si
a(0) = a(1) = x decimos que « es un camino cerrado con punto base z.

Si tomamos un punto z € X y consideramos ahora el conjunto de clases de
equivalencia de caminos cerrados con punto base x podemos ver que el producto
de dos de esos caminos esta siempre definido y tiene una unica identidad, el
camino constante €.

Denotemos por 71(X,z) al conjunto de clases de equivalencia de caminos
cerrados con punto base x € X. Por las propiedades demostradas anteriormente
tenemos el siguiente teorema.

1.13 Teorema. El conjunto w1 (X, x) es un grupo bajo el producto de clases de
equivalencia de lazos con punto base © € X.

A 7 (X,x) se le llama el grupo fundamental de X con punto base z.
También se le conoce como grupo de Poincaré.
Veamos ahora como depende 71 (X, z) del punto base x.

1.14 Ejemplo. Sea X la unién disjunta de un anillo y un disco en el plano como
se muestra en la figura. Tenemos que 71 (X, z1) = {1} mientras que m (X, )
es ciclico infinito como veremos més adelante.

Sin embargo, tenemos el siguiente teorema que relaciona los grupos funda-
mentales con distinto punto base.

1.15 Teorema. Sean x,y € X. Si existe un camino en X de x a y, entonces
los grupos m (X, x) y m1(X,y) son isomorfos.



Demostracion. Sea -y un camino de x a y. Si @ es un camino cerrado con punto
base z, entonces (7 * a) x v es un camino cerrado con punto base y. Definamos

Uy: m(X,z) = m(X,y)
Uy(la]) = [y x o xv].
Esta funcién es un homomorfismo de grupos, ya que

Uy ([a][8]) = Uy ([ B])
=[Fxaxfx*7]
—raryieen]
=[Fxaxy][7=*8x*x7]
= Uy ([a])UA([8))-

Usando el camino 4 de y a  podemos definir
Us: m(X,y) - m(X,x)
Us(la]) = [y x o 7).

Es facil ver que U, y Uy son inversos y por lo tanto biyectivas, lo que nos da un
isomorfismo. O

1.16 Corolario. Si X es un espacio arco-conexo, (X, x) y m1(X,y) son gru-
pos isomorfos para todo par de puntos x,y € X.

Debido a este corolario es tentador eliminar la z de 71 (X, z) cuando X es
arco-conexo. Hay que tener cuidado con ello por que no existe un isomorfismo
canénico entre m1(X,x) v m(X,y), puesto que caminos diferentes de x a y
pueden inducir diferentes isomorfismos.

1.7. Homomorfismo inducido por una aplicacién
continua

Sea ¢: X — Y una aplicacién continua. Entonces tenemos los siguientes
hechos:

(i) Si ay 8 son caminos en X, entonces ¢a y ¢ son caminos en Y.
(ii) Si a ~ B3, entonces pa ~ ¢.

(iii) Si v es un lazo en X con punto base z € X, ¢a es un lazo en Y con punto

base ¢(x).

Asi pues, si [a] € m1(X,2), [¢pa] es un elemento bien definido de 71 (Y, ¢(x)).
Definimos por lo tanto

¢*: 7T1(Xa ‘T) - 7T1(Y,(,Z5(l’))
¢«([a]) = [¢al.

10



1.17 Lema. La aplicacion ¢, es un homomorfismo de grupos.

Demostracion.

¢« ([a][B]) = @x([o  B]) = [l ¥ B)] = [per* 9] = [¢al[6f] = ¢« ([a]) D ([8])-
O

El homomorfismo ¢.: m(X,2) — 71 (Y, ¢(x)) definido por ¢.([a]) = [pal],
donde ¢: X — Y es una aplicacién continua, se llama el homomorfismo in-
ducido por ¢.

1.18 Teorema. Los homomorfismos inducidos satisfacen las siguientes propiedades:

(a) Supongamos que ¢: X — Y y1v: Y — Z son aplicaciones continuas,

entonces
(b) Sil: X — X es la identidad, entonces 1, es el homomorfismo identidad
en m (X, ).

Demostracion. Sea [a] € m1(X, x), entonces,
(a) (¥o).([a]) = [(¥d)a] = [¥(¢a)] = ¥u([da]) = Pudu([a)).
(b) L.([a]) = [1a] = [a].
O

1.19 Corolario. Si ¢: X — Y es un homeomorfismo, entonces el homomor-
fismo inducido ¢, : m (X, z) — w1 (Y, d(x)) es un isomorfismo.

El significado del teorema anterior es que el grupo fundamental es un funtor
de la categoria de espacios topoldgicos con punto base y aplicaciénes continuas
que preservan el punto base, a la categoria de grupos y homomorfismos de
grupos.

Las caracteristicas de que sea un funtor son las siguientes:

1. Para cada espacio topolégico (con algin punto base), obtenemos un grupo,
(el grupo fundamental).

2. Para cada aplicacién continua, entre espacios topolégicos obtenemos un
homomorfismo entre los grupos correspondientes (el homomorfismo in-
ducido).

3. La composicién de dos aplicaciones continuas induce la composicién de los
homomorfismos inducidos.

4. La identidad, induce el homomorfismo identidad.

5. Todo homeomorfismo induce un isomorfismo.

11



El siguiente Teorema es resultado directo de las definiciones de homotopia
relativa y del homomorfismo inducido.

1.20 Teorema. Sean ¢g,p1: X — Y aplicaciones continuas que son homotopi-
cas relativas al subconjunto {x}. Entonces

G0, = 1, T (X, x) = m (Y, ¢o(2)).

Las propiedades de funtor del grupo fundamental nos permiten encontrar
relaciones entre los grupos fundamentales de espacios que estan relacionados
por aplicaciones especiales como por ejemplo las retracciones.

Sea A un retracto de X con retracciéon r: X — A. Sii: A — X es la
inclusién, entonces tenemos que ri = 1: A — A. Tomando los homomorfismos
inducidos de r e i tenemos que 7.i, es el homomorfismo identidad del grupo
fundamental de A. Entonces podemos concluir que el i, es un monomorfismo,
es decir, es inyectivo y 7, es un epimorfismo, es decir, suprayectivo.

Ademas, si A es un retracto por deformacién fuerte de X, tenemos que
i ~pe14 10 X — X. En particular, la homotopia es relativa al punto base y
por el Teorema 1.20 ir tiene el mismo homomorfismo inducido, que la identidad
en X, que es precisamente el homomorfismo identidad en el grupo fundamental
de X. Por lo tanto tenemos en este caso que r, es un monomorfismo y que i,
es epimorfismo, por lo tanto ambos son isomorfismos. En resumen, tenemos el
siguiente teorema.

1.21 Teorema. Sea A un retracto por deformacion fuerte de X con retraccion
r: X — A. Entonces r induce un isomorfismo

re: m (X, 20) = w1 (A4, 20).

De hecho tenemos un resultado mas fuerte, espacios arco-conexos homotépi-
camente equivalentes tienen grupos fundamentales isomorfos.

1.22 Teorema. Si X yY son espacios arco-conexos y ¢: X — Y es una equiv-
alencia homotdpica, entonces ¢.: m (X, x9) — 71 (Y, d(x0)) es un isomorfismo.

Demostracion. Sea yo = ¢(xg). El tinico problema para probar este resultado es
que no podemos suponer que el inverso homotépico manda a yg a g, y no pode-
mos suponer que las homotopias preserven los puntos base. Sea ¢: ¥ — X el
inverso homotépico de ¢ y sea 1 = 1(yp). Entonces tenemos los homomorfismos

m (X, o) L, T (Y, %0) LLR m (X, 21),

cuya composicién es (1) o ¢),.. Por hipdtesis ¥ o ¢ ~ 1. Durante la homotopia,
las imagenes del punto zy recorren algiin camino, digamos -, de 1 a xg. Com-
poniendo por la derecha con un lazo o obtenemos que ¥ogoa >~ «, donde el pun-
to base del lazo a lo largo de la homotopia recorre el camino . Si consideramos
[a] € (X, z0), tenemos que (¢ o ¢).([a]) = U,([a]) para toda [o] € 71 (X, %),
donde U, es el isomorfismo del Teorema 1.15. Por lo tanto, (¢ o ¢), es un

12



isomorfismo y se sigue que ¢, es un monomorfismo y 1, es un epimorfismo.
Aplicando la misma discusién pero empezando con 1 muestra que 1, es tam-
bién un monomorfismo y por ende un isomorfismo. Entonces ¢, = 1, 1o (o).
es un isomorfismo.

1.23 Corolario. Todo espacio contraible tiene grupo fundamental trivial.

Un espacio topolégico se dice que es simplemente conexo si es arco-conexo
y si (X, z) = {1} para algin (y por lo tanto, para todo) = € X.

1.24 Proposicion. Un espacio X es simplemente conezo si y solo si existe una
unica clase de homotopia de caminos que conectan cualesquiera dos puntos.

Demostracion. Supongamos que m1(X) = {1}. Si @ y § son dos caminos de zg
a x1, entonces a ~ o * 3 x 3 ~ 3 via nulhomotopias de los lazos 3% 3y a * 3,
usando la suposicién de que 71 (X) = {1} en el segundo caso.

Reciprocamente, si hay dnicamente una clase de homotopia de caminos que
conectan al punto base xy con el mismo, es decir, de caminos cerrados basados
en xg, entonces m (X) = {1}. O

1.8. Ejemplos

El Corolario 1.23 nos da ejemplos de grupos fundamentales, a saber:
- m(R") = {1}.

. m(D") = {1},

= m(E") ={1}.

Veamos ahora algunos ejemplos de grupos fundamentales no triviales:

1. El grupo fundamental en general no es abeliano, como lo muestra el sigu-
iente ejemplo conocido como el “antifaz”.

(67

Si fuera abeliano, tendriamos que aB3a~'3~! = 1, pero intuitivamente se
7 )
puede ver que dicho lazo no es trivial ya que rodea a ambos agujeros.

2. Para S!, intuitivamente podemos ver que m1(S!) = Z, donde a cada clase
de lazos en S' estd caracterizada por el nimero de vueltas que le da a la
circunferencia. Més adelante demostraremos formalmente que 71 (S!) = Z
una vez que estudiemos a los espacios cubrientes.
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3. En el caso del toro S* x S, tenemos que 71(S! x S1) =Z @ Z.

Este tltimo ejemplo es consecuencia de un resultado més general sobre el
grupo fundamental de un espacio producto.

1.25 Teorema. Sean X y Y dos espacios arco-conexos. Entonces tenemos que
(X xY) es isomorfo a m(X)®m(Y). Sip: X XY - X yqg: X XY =Y
son las proyecciones, el isomorfismo estd dado por:

p:m (X xY)->m(X)em((Y)
o([a]) = (p([e]), g ([e])).

Una demostracién se puede encontrar en [3, Teo. 15.17].

1.9. Aplicaciones

En esta seccién veremos algunas aplicaciones del grupo fundamental suponien-
do que ya sabemos que 71 (St) = Z.

En primer lugar, tenemos que la circunferencia S' no es contraible por el
contrareciproco del Corolario 1.23.

1.26 Proposicién. No existe ninguna aplicacion continua f: D? — St tal que
fls1 sea la identidad.

Demostracion. Sea i: S — D? la inclusién. Supongamos que f: D2 — S! es
una aplicacién tal que foi=1: S' — S*. Entonces (f 0i).: m(St) — 71(S!)
es la identidad. Sin embargo, (f 04). = fx 0 iy, por lo que tenemos el siguiente
diagrama:

Z:m(Sl) Wl(Sl):Z

Esto es una contradiccién ya que 1: Z — Z no factoriza como en el diagrama.
O

1.27 Teorema (Teorema de punto fijo de Brower). Sea f: D?> — D? una
aplicacién continua. Entonces f tiene un punto fijo, es decir, existe xo € D? tal

que f(xg) = xp.

Demostracion. Supongamos que para toda x € D2, tenemos que f(x) # .
Definimos una aplicacién h: D? — S como sigue. Tomemos el rayo que une a
f(x) con z. Dicha linea intersecta a S en un tinico punto y. Entonces hacemos
h(z) = y. Tenemos que h es continua. Si z € S! entonces h(z) = z, lo cual
contradice la Proposicién 1.26. O
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Capitulo 2

Espacios Cubrientes

Sean X y Y espacios arco-conexos y localmente arco-conexos. Diremos que Y’
es un espacio cubriente de X si existe una aplicacién continua y suprayectiva
p:Y — X tal que para cada punto x € X existe una vecindad abierta U de z
tal que satisface las siguientes propiedades:

(i) p~1(U) = Ll; Vj, con V; abiertos en Y para toda j.
(ii) plv;: V; — U es un homeomorfismo para toda j.

A la vecindad U se le llama vecindad regular, a las vecindades V; se les llama
las hojas y diremos que p es una aplicaciéon cubriente.

2mit

2.1 Ejemplo. La aplicacién R — S! dada por t +— e es una aplicacién

cubriente con un ntmero infinito de hojas.

2.2 Ejemplo. La aplicacién S — S! dada por z — 2" para un entero positivo
fijo n, es una aplicacién cubriente con n hojas.

2.3 Ejemplo. La aplicacién canénica S? — P2, donde P? es el plano proyectivo
real, es una aplicacién cubriente con dos hojas.

2.4 Ejemplo. Considera la relacién de equivalencia en el plano R? que estd gen-
erada por las equivalencias (x,y) ~ (z,y+1) y (z,y) ~ (z+1, —y). La aplicacién
canénica R? — R?/ ~ es un cubriente con un nimero infinito de hojas. El es-
pacio cociente es la botella de Klein.

2.1. Teoremas de Levantamiento

Una de las propiedades principales de los espacios cubrientes es que podemos
levantar caminos de X a Y en el siguiente sentido.

Sea p: Y — X una aplicacién cubriente. Si f: Z — X es una aplicacién
continua de algtin espacio Z, un levantamiento de f es una aplicacién continua
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f:Z =Y tal que po f = f.

7 4
ot
Z X
En el caso de los caminos tenemos que Z = I.
Antes de demostrar la propiedad de levantamiento de caminos de las aplica-

ciones cubrientes necesitamos recordar el siguiente resultado de topologia, cuya
demostracién estd en [2, Lem. 3.7.2]:

2.5 Lema (Lema de Lebesgue). Sea X un espacio métrico compacto y sea
{U;} una cubierta abierta de X. Entonces existe § > 0, llamado “Ndmero de
Lebesgue” de la cubierta, tal que para todo subconjunto A de X cuyo didmetro
es menor que 0, entonces A C U; para alguna j.

2.6 Teorema (Propiedad de Levantamiento de Caminos). Sea p: Y —
X una aplicacidon cubriente y supongamos que p(yo) = xo. Entonces cualquier
camino a: I — X que comienza en xq tiene un levantamiento inico a un camino
a en'Y que comienza en yq.

Demostracion. Por el Lema de Lebesgue, existe un nimero natural n tal que
a([%, %]) esta contenido totalmente en una vecindad regular. Por el homeomor-
fismo local sobre las vecindades regulares podemos levantar a a por induccién
en i: En cada paso de la induccién, el levantamiento en el extremo izquierdo
del intervalo [%, %] fue definido en el paso anterior, indicando de forma tnica
sobre cual hoja debemos levantar ([, “1]) usando el homeomorfismo sobre la

vecindad regular. O

2.7 Proposicién. Sip: Y — X es una aplicacion cubriente, entonces los con-
juntos p~1(x) para toda x € X tienen la misma cardinalidad.

Demostracion. Sean xg,x7 € X. Escojamos un camino « de xg a x1. Usando
este camino, definimos una funcién de p~!(zg) a p~*(z1). Dado yo € p~*(z0),
levantemos a « a un camino & en Y que comienza en yg. Sea y; el punto final
de &, entonces yg — y; es la funcién deseada. Haciendo lo mismo con el camino
& obtenemos una funcién de p~1(z1) a p~1(xo) la cual es facil ver que es inversa
de la anterior y por lo tanto nos dan una biyeccion entre ambos conjuntos. [J

El conjunto p~1(x) es llamado la fibra sobre z € X y a su cardinalidad se
le llama el niimero de hojas del cubriente.

Otra propiedad muy ttil de las aplicaciones cubrientes es que podemos lev-
antar homotopias. Para ver esto, necesitamos el siguiente lema técnico.

2.8 Lema. Sea Z un espacio arbitrario y sea {U;} una cubierta abierta de
Z x I. Entonces para todo punto z € Z, existe una vecindad N, de z en Z y un

entero positivo n tal que N, X [%, %] C Uj para alguna j, para cada 0 <1 < n.

16



Demostracion. Podemos cubrir a {z} x I por un refinamiento de {U;} de la
forma N1 x Wy, No x Wa,..., N x Wy, por la compacidad de I y la definicién
de la topologia producto. El Lema de Lebesgue implica que existe n > 0 tal que
cada [£, “1] est4 contenido en uno de los W;. Témese dichany N, = O\ N;. O

n’> n

2.9 Teorema (Propiedad de Levantamiento de Homotopias). Seap: Y —
X una aplicacion cubriente. Sea Z un espacio arbitrario y sea f: Z — X una
aplicacion continua que tiene un levantamiento f: Z — Y. Entonces toda ho-
motopia F: Z x I — X con F(2,0) = f(z) para toda z € Z puede ser levantada
a una homotopia F: Zx1 —Y con F(z,O) = f(z) para toda z € Z. Ademds, si
F es una homotopia relativa a algin subconjunto Z' de Z, entonces F también
lo es.

Demostracion. Por el Lema 2.8 para cada z € Z existe una vecindad abierta

N, y un entero positivo n tal que F(N, x [, ©1]) est4 totalmente contenida en

3

)
una vecindad regular. Usando los homeomgrﬁs%los entre las hojas y la vecindad
regular y el mismo argumento inductivo que en el Teorema 2.6, podemos levantar
F sobre N, x I a una aplicacién F: N, x I — Y tal que F(z,0) = f(z) para
toda z € N,.

Los levantamientos sobre N, x I y N,/ x I concuerdan sobre (N,NN,/)x I,y
por lo tanto podemos pegarlos para obtener el levantamiento F sobre Z x I. Para
ver esto, sea z; € (N, N N,/). Entonces tenemos dos levantamientos de F|,, xr
que concuerdan en el punto (z1,0). Pero por la unicidad del levantamiento de
caminos (F|,, x7 es un camino sobre X) estos dos levantamientos coinciden.

La ultima afirmacion se sigue de la construccion de F'. O

El siguiente teorema es una generalizacién de los teoremas de levantamiento,
el cual enunciaremos sin demostracion.

2.10 Teorema (Teorema General de Levantamiento). Sea p: Y — X
una aplicacion cubriente y supongamos que p(yo) = xg. Sea f: Z — X una
aplicacion continua con f(z9) = xo. Supongamos también que Z es arco-conexo
y localmente arco-conexo. La aplicacion f puede ser levantada a una aplicacion
f:Z =Y tal que f(z) = yo siy sdlo si

fe(m1(Z, 20)) C pa(m1(Y, 0))-
Ademds, si dicho levantamiento existe, es unico.

Para la demostracién, consiltese [3, Teo. 21.2].

2.2. Aplicaciones

La siguiente aplicacion del Teorema 2.9 nos da la primera relacién entre los
espacios cubrientes y el grupo fundamental, de hecho, nos permitira calcular
el grupo fundamental del circulo, cumpliendo con nuestra promesa de la clase
anterior.
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2.11 Teorema. Sea p: Y — X wuna aplicacion cubriente y supongamos que
p(Yo) = x0. Sean a y B dos caminos en X de xy a x1; sean & y B sus respectivos
levantamientos a caminos en Y que empiezan en yo. Si o y B son equivalentes
(homotdpicos relativamente a {0,1}), entonces & y B son equivalentes. En par-
ticular, & y B terminan en el mismo punto.

Demostracion. Sea F: I x I — X la homotopia relativa entre « y 5. Entonces
F(0,0) = 2¢. Sea F: I x I — Y el levantamiento de F a Y tal que F(0,0) = yo
y tenemos que F(0 x I) = {5} y F(1 x I) es un conjunto con un sélo punto
{1} . .

La restriccién F|rxo de F al lado inferior de I x I es un camino en Y
que comienza en Yo y que es un levantamiento de F|rxo. Por la unicidad de los
levantamientos de caminos debemos tener que F(s,0) = é(s). De forma ansloga
F‘le es un camino en Y que es levantamientg de F|rx1 que comienza en yo.

Por lo tanto F'(z,1) = 3(s). Por lo tanto & y § terminan en el mismo punto y
son equivalentes. O

2.12 Corolario. Sea p: Y — X una aplicacion cubriente y supongamos que
p(yo) = xo. Entonces py: m1(Y,yo) — m1 (X, xo) es inyectivo.

Demostracion. Aplicar el Teorema 2.11 a lazos en X. O

2.13 Corolario. Sea X un espacio de Hausdorff, arco-conexo y localmente arco-
conezxo. Si X tiene un espacio cubriente no trivial entonces w1 (X, xo) # {1}.

Demostracién. Tomemos dos puntos yo,y; € p~!(z0) y sea & un camino entre
ellos. Entonces p o o es un lazo en X basado en xy que no levanta a un lazo en
Y basado en yo. Por el Corolario 2.12, se sigue que [po f] € m1 (X, 29) no estd en
la imagen de p, y por lo tanto es un elemento no trivial. O

Como consecuencia del Corolario 2.13 y por los Ejemplos 2.1, 2.2, 2.3 y
2.4 ahora sabemos que varios espacios tienen grupo fundamental no trivial: la
circunferencia, el plano proyectivo y la botella de Klein.

2.3. El Grupo Fundamental de la Circunferencia

Finalmente en la presente seccién, calcularemos formalmente el grupo fun-
damental de la circunferencia.

2.14 Teorema. El grupo fundamental del circulo es ciclico infinito.

Demostracion. Sea zo = (1,0) el punto base de S!. Construiremos un isomor-
fismo del grupo 71 (St z¢) con el grupo (Z,+) de los enteros.
Consideremos la aplicacion cubriente del Ejemplo 2.1 dado por

p(xz) = (cos 27z, sin 27x).

Si « es un lazo en S' basado en xg , sea & el levantamiento de o a un camino
en R que comienza en 0. El punto &(1) debe ser un punto del conjunto p=*(xq),
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es decir, @(1) debe ser algtin entero n. El Teorema 2.11 nos dice que este entero
depende tunicamente de la clase de homotopia [a] de . Por lo tanto, podemos
definir

¢: 1 (St x0) — Z,

tomando como ¢([a]) dicho entero n al cual llamaremos el grado de «. Afir-
mamos que ¢ es un isomorfismo de grupos.

La aplicacién ¢ es suprayectiva. Sea n un punto de p~!(xg). Como R
es arco-conexo, podemos escoger un camino &: I — R de 0 a n. Definimos
a = po &. Entonces a es un lazo en S! basado en z y & es su levantamiento a
un camino en R que comienza en 0. Por definicién tenemos que ¢([a]) = n.

La aplicacién ¢ es inyectiva. Supongamos que ¢([a]) = n = ¢([0]).
Debemos probar que [a] = [8]. Sean & y £ los levantamientos de a y f3, respec-
tivamente, a caminos en R que comienzan en 0; ambos, & y [, por hipétesis,
terminan en n. Como R es simplemente conexo, por la Proposiciéon 1.24 los
caminos & y B son equivalentes. Sea F' la homotopia relativa a {0, 1} entre ellos.
La aplicacién F ' =po F es una homotopfia relativa {0,1} entre a y 3.

La aplicacién ¢ es un homomorfismo. Sean a y 3 dos caminos en St
basados en xg. Sean & y 3 los levantamientos de « y (3, respectivamente, a
caminos en R que comienzan en 0. Sea &(1) = n y B(1) = m. Definimos un
camino 7 en R por las ecuaciones

. Ja(2s) para s € [0,1/2],
n+ B(2s—1) parase[1/2,1].

Entonces 4 es un camino en R que comienza en 0. Afirmamos que 7 es el
levantamiento de « * 3. En primer lugar notemos que para toda x, tenemos que
p(n + ) = p(z), por que las funciones sin y cos tienen periodo 27r. Entonces

o) — (P = 729 para s € [0,1/2],
p(n +§(2s — 1)) = p(3(2s — 1)) = g(2s — 1) para s € [1/2,1].

Por lo tanto poy = a*x By 7 es el levantamiento de a * 3 que comienza en 0.
Por definicién, ¢([a * f]) es (1) = n + m. Entonces

¢([ax f]) = o([e]) + o([5))-
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Capitulo 3

Grupo Fundamental y
Espacios Cubrientes

3.1. Accién de m(X,z) en la fibra

Sea p: Y — X una aplicacién cubriente. En esta seccién definiremos una
accién del grupo 71(X, xo) en la fibra p=*(zg) sobre z.

Sea o un lazo en X basado en z. Su levantamiento &, a ¥ con punto inicial
Yo nO necesariamente es un lazo, pero su punto final &, (1) sera algin punto y;
en la fibra p~!(zg) sobre zg. Como el punto final s6lo depende de la clase de
homotopia de o podemos definir una accién (derecha) de 71 (X, x¢) en p~! (o)
por

y-la] = &, (1)
para toda y € p~!(z0), [a] € 71 (X,20). Se deja como ejercicio verificar que
satisface las propiedades de una accién.

Dado un punto 3o € p~*(x), el estabilizador o subgrupo de isotropia
Sy, de yo es el subgrupo p.(m1(Y, y0)), ya que a deja fijo a yo si o levanta en Y
a un lazo basado en 1, y esto sucede si y sélo si « es la imagen bajo p, de un
lazo en Y basado en ypg.

Si Y es arco-conexo, m (X, xp) actia transitivamente, ya que un camino
a de yo a y; puede ser visto como el levantamiento del lazo a = p o &. Por lo
tanto, los diferentes subgrupos p. (w1 (Y, %)) al correr y a lo largo de p~!(z) son
todos conjugados, ya que si yo - [a] = y1, entonces Sy, = [a]Sy, []~!. Entonces
tenemos la siguiente proposicion.

3.1 Proposicion. Sea p: Y — X wuna aplicacion cubriente, donde Y y X
son arco-conexos. Sea xo € X. Al variar y sobre los puntos de p~'(zg), los
grupos p«(m1(Y,y)) varian precisamente sobre la clase de conjugacion del grupo

p*(ﬂ'l(yv yO))

Demostracion. En la discusién anterior vimos que si y € p~!(zg) entonces los
grupos p.(m1(Y;y)) ¥ p«(m1 (Y, yo)) son conjugados.
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Ahora sea H un subgrupo de 7 (X, z¢) conjugado a p(m1 (Y, yo)). Queremos
encontrar un punto y € p.(m1(Y,40)) tal que p.(m(Y,y)) sea igual a H. Por
hipétesis p.(m1(Y,v0)) = [a]H[a] ! para algtin lazo a en X basado en zg. Sea
& el levantamiento de o en Y con punto inicial yo y sea y1 = &(1). Entonces por
la discusién anterior tenemos que p. (71 (Y, y0)) = [a]p« (71 (Y, 31))[a] ! y por lo
tanto p.(m1(Y,y1)) = H. O

3.2. Clasificacion de Espacios Cubrientes

Definamos una relacién de equivalencia entre los espacios cubrientes.

Dos espacios cubrientes p: Y — X y p’: Y/ — X son equivalentes si existe
un homeomorfismo h: Y’ — Y tal que poh = p’, es decir, si el siguiente diagrama
conmuta

A h se le llama transformacién cubriente. Si Y = Y’ entonces, el conjunto
de transformaciones cubrientes forma un grupo bajo composicién y se le llama
grupo de automorfismos cubrientes.

El siguiente teorema nos da una caracterizacion de cuando dos cubrientes
son equivalentes.

3.2 Teorema. Sea X conexo y localmente arco-conexo. Sea p: Y — X y
p': Y — X espacios cubrientes arco-conezos de X. Sea p(yo) = p'(yf) = wo.
Entonces p y p’ son cubrientes equivalentes si y sélo si

p(m(Yoyo)) y  pu(m(Y',yp))
son subgrupos conjugados de w1 (X, xo).

Demostracion. (=) Supongamos que p y p’ son equivalentes. Sea h: Y’ — Y la
transformacién cubriente tal que p o h = p’. Sea h(y() = y1. Entonces como h
es homeomorfismo

hae (M1 (Y, 95)) = 71 (Y, 91).

Aplicando p, en ambos lados

PL(m (Y y0)) = peha(mi (Y, 95)) = pu(mi(Y, 1))

Por la Proposicién 3.1 este subgrupo es conjugado a p.(m1 (Y, yo))-

(<) Supongamos que los subgrupos son conjugados. En vista de la Proposi-
cién 3.1, podemos escoger un punto distinto en Y’ para obtener la situacién
donde los dos grupos son iguales. Supongamos que hemos hecho esto y que yj,
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es el nuevo punto base. Consideremos

YI

:

y 2> X

El espacio Y es arco-conexo y localmente arco-conexo ya que es localmente
homeomorfo a X. Ademés

p«(m1(Y,90)) C p; (m1 (Ylv yé))a

de hecho, son iguales. Por el Teorema General de Levantamiento podemos lev-
antar p: Y — X a h: Y — Y tal que h(yo) = y,. Entonces p’ o h = p.
Cambiando las papeles de Y y Y’, vemos que p’: Y’ — X puede ser levantado
ak:Y' =Y con k(y)) = yo.
Para ver que h y k son inversos consideremos

Y

lp
y s X

koh:Y — Y es un levantamiento de p: ¥ — X tal que (ko h)(yo) = yo ¥
la identidad también lo es. Como los levantamientos son tunicos entonces son
iguales. Lo mismo sucede para la otra composicién. O

El siguiente teorema junto con el anterior nos dice que hay una relacién 1
a 1 entre las clases de equivalencia de cubrientes y las clases de conjugacién de
subgrupos de 71 (X, ). Para una demostracién véase [3, Cor. 22.2].

3.3 Teorema. Sea Y arco-conexo, localmente arco-conexo y semi-localmente
simplemente conexo. Sea xg € X. Dado un subgrupo H de 71 (X, xzq) existe un
cubriente arco-conezo p: Y — X y un punto yo € p~ (o) tal que

p«(m1(Y,0)) = H.

El siguiente teorema nos relaciona a la fibra de un cubriente con la imagen
de la proyeccion del grupo fundamental del cubriente en el grupo fundamental
de la base. Este teorema nos da como corolario una relacién entre el nimero
de hojas de un cubriente y el indice del grupo fundamental del cubriente visto
como subgrupo del grupo fundamental de la base.

3.4 Teorema. Seap: Y — X es un espacio cubriente con p(yo) = xg. Entonces
hay una correspondencia uno a uno entre el conjunto

D (7T1 (Y, 90))\77-1 (X7 SC()),

de clases laterales derechas del subgrupo p.(m1(Y,yo)) de m1(X,z9) y la fibra
—1
P~ (o).
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Demostracion. Recordemos que el grupo m (X, z) actiia transitivamente en la
fibra p~t(zo) y que el estabilizador de yo es el grupo p«(71(Y,y0)). El teorema
se sigue un resultado clasico de acciones de grupos que dice que si un grupo
actla transitivamente en un conjunto, existe una biyeccién entre el conjunto y
el conjunto de clases laterales del estabilizador de un punto en el conjunto. [

3.5 Corolario. Fl numero de hojas de un espacio cubriente es igual al indice
del subgrupo p.(m1(Y,y0)) en m1 (X, zo).

Tenemos el caso especial cuando el espacio cubriente es simplemente conexo.

3.6 Corolario. Si p: Y — X es un cubriente con Y simplemente conezxo,
entonces el nimero de hojas es igual al orden de m (X, xo).

Definicién. Sip: Y — X es un cubriente con Y simplemente conexo, se llama
cubriente universal.

3.7 Ejemplo. La proyeccién S™ — P" es el cubriente universal y es un doble
cubriente, entonces my (P™) & Zs.

Finalmente, terminamos enunciando un teorema que relaciona al grupo de
automorfismos cubrientes del cubriente universal con el grupo fundamental de
la base. Para una demostracién de este resultado véase [3, Teo. 21.9, Cor, 21.10].

3.8 Teorema. Sea un espacio cubriente p:' Y — X con grupo de automorfis-
mos cubrientes G. Si'Y es simplemente conexo y localmente arco-conexo, G es
candnicamente isomorfo a w1 (X, xg).

23



Bibliografia

[1] Carlos Robles Corbald. Grupo Fundamental y Espacios Cubrientes. Notas
Manuscritas.

[2] James R. Munkres. Topology: a first course. Prentic-Hall, 1975.
[3] C. Kosniowski. Topologia Algebraica. Editorial Reverté, 1989.

[4] S. William Massey. Algebraic Topology: an introduction. Springer Verlag,
1967.

24



