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Universidad Nacional Autónoma de México
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Resumen

Notas del minicurso “Topoloǵıa de singularidades” impartido en la UNAH en
Tegucigalpa, Honduras, del 31 de julio al 4 de agosto de 2023.

Las variedades diferenciables son los objetos de estudio de la Geometŕıa Di-
ferencial. Son espacios que localmente son similares a un espacio Euclidiano.
Una manera de obtener variedades diferenciables es tomando la imagen inver-
sa de valores regulares de aplicaciones diferenciables. Sin embargo, la imagen
inversa de valores que no son regulares, de valores cŕıticos, no son variedades
diferenciables porque tienen algunos puntos especiales, llamados singularidades,
alrededor de los cuales el espacio no es como un espacio Euclidiano. Estos es-
pacios son llamados variedades singulares y aparecen de manera natural en la
Geometŕıa Algebraica.

La Teoŕıa de Singularidades estudia las singularidades y busca invariantes
que permitan clasificar las distintas singularidades que aparecen en las varie-
dades algebraicas. La Topoloǵıa de Singularidades se interesa en estudiar los
aspectos topológicos de las singularidades y buscar invariantes topológicos de
éstas.

La Teoŕıa de Singularidades se encuentra en el cruce de varias áreas de las
matemáticas: Geometŕıa Algebraica, Topoloǵıa Diferencial, Geometŕıa Diferen-
cial, Teoŕıa de Nudos, entre otras.

El objetivo del curso es dar una introducción a los principales invariantes
topológicos de singularidades complejas aisladas.
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Caṕıtulo 1

¿Qué es una singularidad?

Si buscamos la palabra singularidad en el Diccionario de la Real Academia
de la Lengua Española encontramos lo siguiente:

singularidad

Del lat. singuları̆tas, -ātis.

1. f. Cualidad de singular.

2. f. Distinción o separación de lo común.

Entonces buscamos la palabra singular :

singular

Del lat. singulāris.

1. adj. solo (‖ único en su especie).

2. adj. Extraordinario, raro o excelente.

3. adj. cult. Dicho de un combate, de una batalla o de una pelea: Que

enfrenta individualmente a dos personas.

4. adj. Gram. De número singular. Sintagma nominal singular.

5. m. Forma gramatical que posee número singular. El singular de

lunes coincide con el plural.

6. m. Gram. número singular. En espa~nol hay dos números: el singular

y el plural.

en singular

1. loc. adv. en particular.
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En singular (en particular), estamos interesados en las dos primeras acepciones.
Por lo tanto, en un conjunto de objetos “de la misma especie” una singulari-
dad es uno de dichos objetos que está “solo”, o es “extraordinario”, “raro” o
“excelente”.

En este caṕıtulo veremos que “especie” de objetos matemáticos estudiaremos
y cuales son sus “singularidades”.

1.1. Geometŕıa Anaĺıtica

Recordemos que en Geometŕıa Anaĺıtica un lugar geométrico está deter-
minado por el conjunto de puntos que satisfacen una ecuación.

1.1.1. Ejemplos en R2

Ejemplo 1. El lugar geométrico determinado por la ecuación

x2 + y2 − t = 0

es:

1. un ćırculo de radio
√
t, si t > 0,

2. un punto, si t = 0,

3. el conjunto vaćıo, si t < 0.

Ejemplo 2. El lugar geométrico determinado por la ecuación

x2 − y2 − t = 0

es:

1. una hipérbola vertical, si t > 0,
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x

y

2. dos rectas cruzadas, si t = 0,

x

y

3. una hipérbola horizontal, si t < 0,

x

y

Ejemplo 3. El lugar geométrico determinado por la ecuación

x3 − y2 = 0

es una cúspide:

Ejemplo 4. El lugar geométrico determinado por la ecuación

y − x2 = 0

es una parábola:
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Ejemplo 5. El lugar geométrico determinado por la ecuación

y2 − x2(1− x2) = 0

es un ocho:

Ejemplo 6. El lugar geométrico determinado por la ecuación

(x2 + y2)3 − 4x2y2 = 0

es una flor con cuatro pétalos:

1.1.2. Ejemplos en R3

Ejemplo 7. El lugar geométrico determinado por la ecuación

x2 + y2 + z2 − t = 0

es:

1. una esfera de radio
√
t, si t > 0,
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2. un punto, si t = 0,

3. el conjunto vaćıo, si t < 0.

Ejemplo 8. El lugar geométrico determinado por la ecuación

x2 + y2 − z2 − t = 0

es:

1. un hiperboloide de una hoja, si t > 0,

2. un cono doble, si t = 0,

3. un hiperboloide de dos hojas, si t < 0,

Ejemplo 9. El lugar geométrico determinado por la ecuación

x2 − y2 − z = 0

es una paraboloide hiperbólico o silla de montar:
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1.2. Hipersuperficies

Sea f : Rn → R un polinomio. La hipersuperficie V (f) en Rn definida por
f esta dada por:

V (f) = { (x1, . . . , xn) ∈ Rn | f(x1, . . . , xn) = 0},

es decir, está formada por los ceros del polinomio f .
Los ejemplos de lugares geométricos vistos en la sección 1.1 pueden ser vistos

como hipersuperficies definidas por los polinomios que aparecen en las ecuacio-
nes correspondientes.

1.2.1. Ejemplos en R2

fc,t(x, y) = x2 + y2 − t V (fc,t) = ćırculos, t > 0, Ejemplo 1-1,

fc,0(x, y) = x2 + y2 V (fc,0) = punto, t > 0, Ejemplo 1-2,

fh,t(x, y) = x2 − y2 − t V (fh,t) = hipérbolas, t ̸= 0, Ejemplo 2-1,3,

fr(x, y) = x2 − y2 V (fr) = dos rectas cruzadas, Ejemplo 2-2,

fk(x, y) = x3 − y2 V (fk) = cúspide, Ejemplo 3,

fp(x, y) = y − x2 V (fp) = parábola, Ejemplo 4,

fo(x, y) = y2 − x2(1− x2) V (fo) = ocho, Ejemplo 5,

ff (x, y) = (x2 + y2)3 − 4x2y2 V (ff ) = flor de 4 pétalos, Ejemplo 6.

1.2.2. Ejemplos en R3

ge,t(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − t V (ge,t) = esfera, t > 0, Ejemplo 7-1,

gh,1(x, y, z) = x2 + y2 − z2 − t V (gh,1) = hiperboloide de una hoja, t > 0, Ejemplo 8-1,

gc(x, y, z) = x2 + y2 − z2 V (gc) = cono, Ejemplo 8-2,

gh,2(x, y, z) = x2 + y2 − z2 − t V (gh,2) = hiperboloide de dos hojas, t < 0, Ejemplo 8-3,

gs(x, y, z) = x2 − y2 − z V (gs) = silla de montar, Ejemplo 9.

1.3. Variedades diferenciables

En algunos de los ejemplos de hipersuperficies en R2 todos los puntos tienen
vecindades difeomorfas a un intervalo abierto, pero en algunos hay puntos que
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no.

Los ćırculos V (fc,t), t > 0, śı,

el punto V (fc,0), no,

las hipérbolas V (fh,t), t ̸= 0, śı,

las dos rectas V (fr), el punto de cruce no,

la cúspide V (fk), la punta de la cúspide no,

la parábola V (fp), śı,

el ocho V (fo), el punto de cruce no,

la flor de 4 pétalos V (ff ), el punto de cruce no.

Análogamente, en algunos de los ejemplos de hipersuperficies en R3 todos
los puntos tienen vecindades difeomorfas a un disco abierto, pero en algunos
hay puntos que no.

Las esferas V (ge,t), t > 0, śı,

los hiperboloides de una hoja V (gh,1), t > 0, śı

el cono V (gc), el vértice del cono no,

los hiperboloides de dos hojas V (gh,2), t > 0, śı

la silla de montar V (gs), śı.

Las hipersuperficies de R2 que todos sus puntos tienen vecindades difeo-
morfas a un intervalo abierto, son ejemplos de variedades diferenciables de
dimensión 1.

Las hipersuperficies de R3 que todos sus puntos tienen vecindades difeomor-
fas a un disco abierto, son ejemplos de variedades diferenciables de dimensión
2.

En general, las hipersuperficies de Rn+1 que todos sus puntos tienen vecinda-
des difeomorfas a un abierto de Rn, son ejemplos de variedades diferenciables
de dimensión n.

1.4. Puntos singulares

Sea V (f) la hipersuperficie definida por un polinomio f : Rn+1 → R. Los
puntos x ∈ V (f) que no tienen vecindades difeomorfas a discos abiertos de Rn

son los puntos singulares o singularidades de V (f).
En los ejemplos anteriores, el origen es una singularidad de las hipersuper-

ficies

el punto V (fc,0), Ejemplo 1-2,

las dos rectas V (fr), Ejemplo 2-2,

la cúspide V (fk), Ejemplo 3,

el ocho V (fo), Ejemplo 5,

la flor V (ff ), Ejemplo 6,

el cono V (gc), Ejemplo 8-2,
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1.5. Hipersuperficies complejas

Análogamente al caso real. Si f : Cn → C es holomorfa. La hipersuperficie
definida por f es

V = V (f) = f−1(0).

y una singularidad de V es un punto cŕıtico de f .
Estudiamos el caso complejo por que cualquier hipersuperficie compleja en

Cn tiene dimensión compleja n − 1, es decir, dimensión real 2n − 2. Esto no
siempre sucede en el caso real, como lo muestra el Ejemplo 1-2.

1.6. Topoloǵıa de singularidades

En los ejemplos anteriores podemos ver que hay algunas singularidades mas
complejas que otras. La Teoŕıa de singularidades clasifica los distintos tipos
de singularidades, definiendo invariantes para distinguirlas. En nuestro caso,
estamos interesados en invariantes topológicos
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Caṕıtulo 2

Topoloǵıa Diferencial

Este caṕıtulo trata de dar un compendio de los resultados que se usan en los
caṕıtulos 3 y 4. Para entender estos conceptos sólo se necesitan cálculo de varias
variables y algunas cosas muy básicas de topoloǵıa; la primera sección es la más
importante en el sentido de que todas las demás secciones tienen que ver con
ella. Para ahondar en los temas que se abarcan en este caṕıtulo, se recomiendan
[1], [5], [7], [14], [13] y [17]; la última referencia es para aquellas personas que
no tienen casi ningún conocimiento de topoloǵıa; las demás contienen teoŕıa y
ejercicios que pueden ayudar al lector a asimilar de una mejor manera lo que
aqúı se presenta.

2.1. Aplicaciones Diferenciables

Denotaremos por Rm al espacio Euclideano de dimensión m. Sean U ⊂ Rm

y V ⊂ Rn conjuntos abiertos, por cálculo de varias variables sabemos que una
aplicación f : U → V es diferenciable si todas sus derivadas parciales ∂rf

∂xi1 ...∂ir

existen y son continuas.
Como un ejemplo, recordemos que una curva diferenciable en Rm es una

función α de un intervalo abierto I de R en Rm tal que las funciones coordenadas
son derivables en I. Para t0 ∈ I, llamaremos a α′(t0), la derivada de α evaluada
en t0, el vector velocidad de α en α(t0).

Definición 1. Sea U un abierto de Rm y x ∈ U . El espacio tangente a U
en x, denotado por TxU consiste en todos los vectores de Rm anclados en x.
Claramente tenemos que TxU ∼= Rm. Otra manera de ver a TxU es la siguiente.
Consideremos el conjunto de curvas diferenciables α : I → U , donde I es un
intervalo abierto alrededor del 0 y con α(0) = x. Establecemos una relación
de equivalencia en este conjunto de curvas diciendo que dos curvas α y β son
equivalentes si y sólo si α′(0) = β′(0). Hay una correspondencia 1 a 1 entre
las clases de equivalencia de curvas y TxU ∼= Rm, la cual asocia a la clase de
equivalencia [α] de la curva α el vector velocidad α′(0) ∈ TxU ∼= Rm.
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α′(t)

α(t)

Definición 2. Dada una aplicación diferenciable f : U ⊂ Rm → V ⊂ Rn, con
U y V abiertos, la diferencial de f en x ∈ U , denotada por Dfx, es una
transformación lineal Dfx : TxU → Tf(x)V , la cual podemos definir como sigue.
Para v ∈ TxU , sea α : (−ϵ, ϵ) → Rm una curva diferenciable tal que α(0) = x y
α′(0) = v. Luego β = f ◦α es una curva diferenciable en V . Entonces definimos

Dfx(v) = β′(0).

Recordemos que la diferencial satisface las siguientes propiedades:

1. Regla de la cadena Si f : U → V y g : V → W son aplicaciones diferen-
ciables con f(x) = y, entonces

D(g ◦ f)x = Dgy ◦Dfx.

2. Si I es la aplicación identidad de U , entoncesDIx es la aplicación identidad
de Rm. De manera mas general, si U ⊂ U ′ son conjuntos abiertos de R[[m
e i : U → U ′ es la inclusión, entonces Dix es nuevamente la aplicación
identidad en Rm.

3. Si L : Rm → Rn es una aplicación lineal, entonces DLx = L.

4. Si f : Rm → Rn está dada por

f(x1, . . . , xm) = (f1(x1, . . . , xm), . . . , fn(x1, . . . , xm)),

la matriz asociada a la transformación lineal Dfx : Rm → Rn está dada
por la matriz Jacobiana

Dfx =


∂f1
∂x1

(x) . . . ∂f1
∂xm

(x)
...

. . .
...

∂fn
∂x1

(x) . . . ∂fn
∂xm

(x)


De manera más general, sean X y Y subconjuntos arbitrarios de Rm y Rn

respectivamente. Una función f : X → Y se dice que es diferenciable si para
cada x ∈ X existe un subconjunto abierto W ⊂ Rm que contiene a x y una
función diferenciable F de W en Rn tal que

f = F |X∩W .
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Definición 3. Una función

f : X ⊂ Rm → Y ⊂ Rn

es un difeomorfismo si f es una biyección entre X y Y tal que f y f−1 son
diferenciables.

Una aplicación de las propiedades de la diferencial es la siguiente proposición.

Proposición 2.1. Si f es un difeomorfismo entre conjuntos abiertos U ⊂ Rm

y V ⊂ Rn, entonces k = l y la aplicación lineal

Dfx : Rm → Rn

es no singular, para todo x ∈ U .

Demostración. La composición f−1 ◦ f es la aplicación identidad en U , por lo
tanto D(f−1)y ◦ Dfx es la aplicación identidad en Rm. Análogamente, Dfx ◦
D(f−1)y es la aplicación identidad en Rn. Por lo tanto, Dfx tiene un inverso
por los dos lados y se sigue que m = n.

Existe un rećıproco parcial a la Proposición 2.1.

Teorema de la Función Inversa. Sea f : U → Rm una aplicación diferen-
ciable con U abierto en Rm. Si la diferencial Dfx : Rm → Rm es no singular,
entonces f manda cualquier vecindad abierta U ′ de x ∈ U suficientemente pe-
queña, difeomorfamente sobre un conjunto abierto f(U ′).

La demostración se puede encontrar en [2, Thm. 13.6].

2.2. Variedades Diferenciables

Definición 4. Un subconjunto M de Rm es una variedad diferenciable de
dimensión k, con k < m, si a M lo podemos dotar de una familia {(Uα, hα)}α∈A

tal que satisface las siguientes condiciones:

i) {Uα}α∈A es una cubierta abierta de M .

ii) Cada hα es un difeomorfismo entre el abierto Uα y un abierto U ′
α de Rk

(Ver Figura 2.1).

A cada elemento (Uα, hα) lo llamaremos carta y diremos que la colección
{Uα, hα}α∈A es un atlas paraM . Por otra parte, llamaremos parametrización
local a la pareja (U ′

α, h
−1
α ) (recordemos que hα es un difeomorfismo, por lo que

tiene una inversa h−1
α diferenciable). Para p ∈ Uα, U

′
α = hα(Uα) es llamada

vecindad coordenada de p.
Podemos ver que cuando hablamos de un atlas, no estamos pidiendo que los

conjuntos Uα sean ajenos; entonces la pregunta que surge es qué pasa en las
intersecciones de dichos conjuntos. Lo que sucede es que ambos difeomorfismos
hα, hβ están definidos en la intersección de sus dominios Uαβ := Uα ∩ Uβ ; en-
tonces, obtenemos una transformación hαβ , la cual es un difeomorfismo entre
subconjuntos abiertos de Rk y que está definida como hαβ := hβ ◦h−1

α , como se
ve en el siguiente diagrama:

12



M

b
a

c
d

e f
g h

i

Figura 2.1: Una variedad

Uαβ

hα

xx

hβ

&&
U ′
α ⊃ hα(Uαβ)

hαβ

// hβ(Uαβ) ⊂ U ′
β

A la transformación hαβ se le conoce como función de transición.

Definición 5. Una variedad diferenciable M ⊆ Rn es anaĺıtica si toda función
de transición hαβ es anaĺıtica.

Ejemplo 10. La esfera de dos dimensiones

S2 = { (x1, x2, x3, ) ∈ R3 | x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1 }.

Sea U = { (x1, x2) ∈ R2 | x2
1 + x2

2 < 1 } y la función f : U −→ R tal que
f(x1, x2) =

√
1− (x2

1 + x2
2). Tomemos la familia {(Ui, Fi)}6i=1 tal que para i =

1, ..., 6, Ui = U y Fi : Ui −→ S2 donde

F1(x1, x2) = (f(x1, x2), x1, x2)

F2(x1, x2) = (−f(x1, x2), x1, x2)

F3(x1, x2) = (x1, f(x1, x2), x2)

F4(x1, x2) = (x1,−f(x1, x2), x2)

F5(x1, x2) = (x1, x2, f(x1, x2))

F6(x1, x2) = (x1, x2,−f(x1, x2))
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con inversas F−1
i = πi|Fi(Ui) donde πi : R3 −→ R2 para i = 1, ..., 6

πi(x1, x2, x3) =


(x2, x3) si i = 1, 2.

(x1, x3) si i = 3, 4.

(x1, x2) si i = 5, 6.

claramente Fi y F
−1
i son diferenciables para i = 1, ..., 6 y aśı la familia {(Ui, Fi)}6i=1

satisface las condiciones de nuestra definición de variedad diferenciable, por lo
tanto S2 es una variedad diferenciable.

Figura 2.2: Parametrizaciones de S2

Ejemplo 11. Análogamente, la esfera de tres dimensiones

S3 = { (x1, x2, x3, x4) ∈ R4 | x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 = 1 }.

Sea U = { (x1, x2, x3) ∈ R3 | x2
1 + x2

2 + x2
3 < 1 } y la función f : U −→ R tal

que f(x1, x2, x3) =
√
1− (x2

1 + x2
2 + x2

3). Tomemos la familia {(Ui, Fi)}8i=1 tal
que para i = 1, ..., 8, Ui = U y Fi : Ui −→ S3 donde

F1(x1, x2, x3) = (f(x1, x2, x3), x1, x2, x3)

F2(x1, x2, x3) = (−f(x1, x2, x3), x1, x2, x3)

F3(x1, x2, x3) = (x1, f(x1, x2, x3), x2, x3)

F4(x1, x2, x3) = (x1,−f(x1, x2, x3), x2, x3)

F5(x1, x2, x3) = (x1, x2, f(x1, x2, x3), x3)

F6(x1, x2, x3) = (x1, x2,−f(x1, x2, x3), x3)

F7(x1, x2, x3) = (x1, x2, x3, f(x1, x2, x3))

F8(x1, x2, x3) = (x1, x2, x3,−f(x1, x2, x3))

con inversas F−1
i = πi|Fi(Ui) donde πi : R4 −→ R3 para i = 1, ..., 8

πi(x1, x2, x3, x4) =


(x2, x3, x4) si i = 1, 2.

(x1, x3, x4) si i = 3, 4.

(x1, x2, x4) si i = 5, 6.

(x1, x2, x3) si i = 7, 8.
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claramente Fi y F
−1
i son diferenciables para i = 1, ..., 8 y aśı la familia {(Ui, Fi)}8i=1

satisface las condiciones de nuestra definición de variedad diferenciable, por lo
tanto S3 es una variedad diferenciable.

Ejemplo 12. Análogamente a la esfera, se puede ver que un ćırculo es una
variedad diferenciable. El producto de dos ćırculos S1×S1 es un espacio llamado
toro y se puede visualizar como la superficie de una dona

El producto de dos variedades diferenciable es una variedad diferenciable, por
lo tanto, el toro es una variedad diferenciable.

Definición 6. Sea M una variedad diferenciable de dimensión k; un subconjun-
to N ⊂ M es llamado una subvariedad diferenciable de M de dimensión
l si, para todo punto p ∈ M existe una carta (U, h) alrededor de p

h : U → U ′ ⊂ Rk = Rl × Rk−l,

tal que
h(N ∩ U) = U ′ ∩ Rl,

donde consideramos Rl como Rl × 0 ⊂ Rl × Rk−l.

El número k− l = dimM − dimN es llamado la codimensión de la subva-
riedad N .

Definición 7. Sean M y N variedades diferenciables de dimensión k y l res-
pectivamente. Sea f : M → N una aplicación diferenciable, sea p ∈ M y sean
h : U → U ′ ⊂ Rk y g : V → V ′ ⊂ Rl cartas de M y N respectivamente con
p ∈ U y f(p) ∈ V .

Diremos que la aplicación fhg = g ◦ f ◦ h−1 es la aplicación f vista en las
coordenadas de las cartas h y g para M y N . A veces se abusará de la notación
y escribiremos f(x1, . . . , xm) en lugar de fhg(x1, . . . , xm).

Definición 8. Una función diferenciable f : M → N es llamada un encaje si
f(M) ⊂ N es una subvariedad diferenciable y f : M → f(M) es un difeomorfis-
mo.

2.3. Espacio Tangente

Definición 9. Sea M una variedad diferenciable de dimensión k en Rm y p un
punto de M . Un vector v de Rm es tangente a M en p, si v se puede expresar
como el vector velocidad en p de alguna curva diferenciable en M que pase por
p. El conjunto de todos los vectores tangentes a M en p es llamado espacio
tangente a M en p y se denota por TpM .
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Ejemplo 13. Recta tangente al ćırculo:

Ejemplo 14. Plano tangente a la esfera:

Ahora, sea M ⊂ Rm una variedad diferenciable y f : M −→ Rn una función
diferenciable. Sabemos que para todo p ∈ M existe un conjunto abierto U ⊂ Rm

tal que p ∈ U y una función diferenciable F de U en Rn tal que F |M∩U = f .
Definimos para cada p ∈ M la diferencial de f en p por:

Dfp : TpM −→ Rn

Dfp = DFp

∣∣
TpM .

Verifiquemos que dfp está bien definida, para ello seaG otra función diferenciable
de un abierto V de Rm en Rn tal que p ∈ V y G|M∩V = f . Sea α : I −→ M
una curva diferenciable en M tal que α(t0) = p. Entonces, β(t) = f(α(t)) =
F (α(t)) = G(α(t)) de manera que en t0 tenemos

DFp(α
′(t0)) = β′(t0)

= DGp(α
′(t0))

lo cual nos muestra que DFp|TpM = DGp|TpM y aśı Dfp está bien definida.

Proposición 2.2. Sea M una variedad diferenciable de dimensión k en Rm

y p un punto de M . El espacio tangente a M en p es un espacio vectorial de
dimensión k.

Demostración. Dado un punto p enM y u ∈ TpM , existe una curva α : I −→ M
tal que α(t0) = p y α′(t0) = u. Sea (U, h) una carta de M en p tal que x0 = h(p).
Como h es diferenciable tenemos que β = h ◦α es una curva diferenciable en U ′

con β(t0) = x0 y β′(t0) = dhp(u) ∈ Rk. Inversamente, para cada vector v ∈ Rk

existe una curva diferenciable γ en U ′ tal que pasa por x0 y el vector velocidad
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de γ en x0 es precisamente v y puesto que h−1 ◦ γ es una curva diferenciable en
M , Dh−1

x0
(v) ∈ TpM . Por lo tanto

TpM = Dh−1
x0

(Rk)

y aśı TpM es un espacio vectorial. Ahora, para las transformaciones lineales

Dh−1
x0

: Rk −→ TpM

Dhp : TpM −→ Rk

tenemos que Dh−1
x0

◦Dhp es la identidad en Rk, de donde Dh−1
x0

es suprayectiva
y Dhp es inyectiva, por lo tanto, la dimensión de TpM es igual a la dimensión
de Rk, la cual es como sabemos k.

Nota 2.3. Dada una carta (U, h) alrededor de p ∈ M obtenemos una base para
TpM dada por ( ∂

∂x1

)
p
, . . . ,

( ∂

∂xk

)
p
,

donde ( ∂
∂x1

)p es la imagen bajo Dh−1
h(p) : R

k → TpM , del i-ésimo vector de la

base standard ei = (0, . . . , 1, . . . , 0) ∈ Rk.Por lo tanto un vector Xp ∈ TpM
puede escribirse de manera única como

Xp =

m∑
i=1

ai

( ∂

∂xi

)
p

(2.1)

donde a = (a1, . . . , ak) ∈ Rk. Si Xp = [α], donde α : I → U con α(0) = p es una
curva suave tal que α′(0) = Xp, entonces tenemos que

a = (h ◦ α)′(0).

Consideremos dos variedades, M ⊂ Rm y N ⊂ Rn, y una transformación
diferenciable f : M −→ N . Sea p en M y α una curva en M tal que α(t0) = p,
entonces f ◦α es una curva en N tal que (f ◦α)(t0) = f(p) y de aqúı tenemos que
los vectores tangentes a M en p serán mandados por Dfp a vectores tangentes
a N en f(p) por lo tanto la diferencial nos da una aplicación bien definida entre
los espacios tangentes

Dfp : TpM −→ Tf(p)N.

Como antes, la diferencial tiene las siguientes propiedades fundamentales:

1. Regla de la Cadena: Si f : M → N y g : N → P son diferenciables con
f(p) = q, entonces

D(g ◦ f)p = Dgq ◦Dfp.

2. Si I es la aplicación identidad de M , entonces DIp es la aplicación identi-
dad de TMp. De forma mas general, si M ⊂ N con la aplicación inclusión
i : M → N , entonces Dip : TMp → TNq es la aplicación inclusión.
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3. Si la aplicación f : M → N está dada en coordenadas locales por

f(x1, . . . , xk) = (f1(x1, . . . , xm), . . . , fl(x1, . . . , xm)),

la matriz asociada a la transformación lineal Dfp : Rm → Rn está dada
por la matriz Jacobiana

Dfx =


∂f1
∂x1

(p) . . . ∂f1
∂xk

(p)
...

. . .
...

∂fl
∂x1

(p) . . . ∂fl
∂xk

(p)


La demostración de estas propiedades se sigue de la definición de la diferencial
de una aplicación diferenciable entre variedades y las propiedades análogas para
aplicaciones diferenciales de Rm en Rn. Como antes, estas propiedades implican
la siguiente proposición.

Proposición 2.4. Si f : M → N es un difeomorfismo, entonces Dfp : TMp →
TNq es un isomorfismo de espacios vectoriales. En particular, la dimensión de
M es igual a la dimensión de N .

Definición 10. Dada una función f : M → N , con M , N variedades diferen-
ciables, diremos que f es un difeomorfismo local en p, cuando existe una
vecindad U alrededor del punto p ∈ M tal que f |U es un difeomorfismo y
f(U) = V con V una vecindad alrededor del punto f(p) ∈ N .

Componiendo con parametrizaciones, el Teorema de la Función Inversa pue-
de generalizarse para aplicaciones diferenciales entre variedades diferenciales
(ver [1, Teo. 3.5.1]).

Teorema 2.5 (de la función inversa para variedades diferenciables). Sean M , N
variedades diferenciables, sea f : M → N una función diferenciable entre ellas
y sea p ∈ M , si la diferencial de f , Dfp : TpM → Tf(p)N es un isomorfismo,
entonces f es un difeomorfismo local en p.

Demostración. Sean (U, h) y (V, g) cartas alrededor de p y f(p) respectivamen-
te con h(p) = 0. En coordenadas locales la hipótesis nos dice que la diferencial

Dfhg
0 es un isomorfismo. Por el Teorema de la Función Inversa clásico nos ga-

rantiza que fhg es un difeomorfismo restringida a alguna vecindad W de 0.
Tomando la composición:

g−1 ◦ fhg ◦ h : h−1(W ) → f(h−1(W )),

vemos que f es difeomorfismo local.

Definición 11. Una función diferenciable f : N → M es una inmersión en
p para algún p ∈ M si la diferencial Dfp es inyectiva y decimos que f es una
inmersión si es una inmersión en p para todo p ∈ M .

La inmersión canónica es la inclusión estándar de Rk sobre Rl para k ≤ l
en la cual,

(a1, . . . , ak) 7→ (a1, . . . , ak, 0, . . . , 0).
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Definición 12. Sea f : M → N una función diferenciable entre variedades
diferenciables; si Dfp es suprayectiva para algún punto p ∈ M , diremos que f
es una submersión en p; una función que es submersión en todo punto de M ,
es simplemente llamada una submersión.

La submersión canónica es la proyección estándar de Rk sobre Rl para
k ≥ l en la cual,

(a1, . . . , ak) 7→ (a1, . . . , al).

Teorema 2.6 (de Submersión Local). Supongamos que f : M → N es una
submersión en un punto p ∈ M y sea q = f(p); entonces existen coordenadas
locales alrededor de p y de q tales que

f(p1, . . . , pk) = (p1, . . . , pl);

esto es, f es localmente equivalente a la submersión canónica cerca de p.

Demostración. Dado cualquier diagrama de parametrización local

M
f // N

U

Φ

OO

g // V

Ψ

OO

con Φ(0) = p y Ψ(0) = q = f(p); lo que queremos, es modificar la función g
para poder aplicar el Teorema 2.5. Como f es una submersión y Φ y Ψ son
difeomorfismos, g es una submersión, por lo que Dg0 : T0Rk ∼= Rk → T0Rl ∼=
Rl es suprayectiva; entonces, mediante un cambio de base en las coordenadas,
podemos asumir que la matriz correspondiente es (Il|0). Ahora, definimos

G : U → Rk

(u1, . . . , uk) 7−→ (g(u), ul+1, . . . , uk)

donde, u = (u1, . . . , uk).
Entonces, si g(u) = (g1(u), . . . , gl(u)) con g1, . . . , gl funciones de R en R,

tenemos que:

Dg0 =


∂g1
∂x1

· · · ∂g1
∂xk

...
∂gl
∂x1

· · · ∂gl
∂xk

 =


1 0 · · · 0 0 0
0 1 · · · 0 0 0
...

...
0 0 · · · 1 0 0
0 0 · · · 0 1 0

 ,
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donde esta matriz es de tamaño k × l; de donde,

DG0 =



∂g1
∂x1

· · · ∂g1
∂xk

...
∂gl
∂x1

· · · ∂gl
∂xk

∂xl+1

∂x1
· · · ∂xl+1

∂xl+1
· · · ∂xl+1

∂xk

...
∂xk

∂x1
· · · ∂xk

∂xk



=



1 0 · · · 0 0 · · ·
0 1 · · · 0 0 · · ·
...

. . .

· · · 1 0 0 · · ·
· · · 0 1 0 · · ·
· · · 0 0 1 · · ·

...
. . .

· · · 0 0 · · · 1 0
· · · 0 0 · · · 0 1


;

esto es, DG0 es la matriz Ik. Por el Teo. 2.5, G es un difeomorfismo local en 0.
Entonces, como G es un difeomorfismo local, existe un difeomorfismo G−1

de alguna vecindad del cero, U ′ ⊂ Rk en U ; además, por construcción,

g = submersión canónica ◦G,

ya que

g(u) = submersión canónica(G(u)) = submersión canónica(g(u), ul+1, . . . , uk)

= g(u);

esto es, g ◦ G−1 es la submersión canónica; entonces, el siguiente diagrama
conmuta:

M
f // N

U

Φ

OO

g // V

Ψ

OO

U ′

G−1

OO

submersión
canónica

88

Esto último sucede porque, como G−1 y Φ son difeomorfismos locales, la com-
posición es un difeomorfismo local; es decir, Φ◦G−1 es una parametrización que
manda abiertos U ′ ⊂ Rk en abiertos de M .

Cabe mencionar que existe un resultado análogo para inmersiones que dice
que si la diferencial es inyectiva (una inmersion) entonces la funcion es local-
mente la inmersion canónica.
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Haz tangente

Dada una aplicación diferenciable entre dos variedades f : M → N , tenemos
que la diferencial Dfp : TMp → TNq en una transformación lineal que depende
del punto p deM , aśı que al cambiar de punto obtenemos, mediante la diferencial
de f , otra transformación lineal entre los espacios tangentes correspondientes.
Esto motiva a definir una transformación del conjunto de todos los vectores
tangentes a M en el conjunto de todos los vectores tangentes a N . Para tal fin,
definamos para una variedad diferenciable M ⊂ Rm, el subconjunto de M ×Rm

TM = { (x, u) ∈ M × Rm | x ∈ M, u ∈ TxM } (2.2)

y al cual llamaremos haz tangente. De manera que el elemento (x, u) puede
ser interpretado como “el vector u tangente a M en x”. Se puede verificar que
TM es una variedad diferenciable en R2m, pues TM ⊂ M ×Rm ⊂ Rm ×Rm =
R2m. Entonces, retomando las variedades M ⊂ Rm, N ⊂ Rn y f , una función
diferenciable entre ellas, podemos definir

Df : TM −→ TN

Df(x, u) 7→ (f(x), Dfx(u))

que al definir la proyección

πM : TM −→ M

π(x, u) = x
(2.3)

tenemos la conmutatividad del siguiente diagrama

TM
Df−→ TNyπM

yπN

M
f−→ N

Ejemplo 15. En la Figura 2.3 se muestra el haz tangente paraM = S1. Resulta
ser un cilindro infinito, en este caso, para construir el haz tangente, se puede
pensar que cada recta tangente fué “rotada” 90◦ hasta quedar perpendicular al
plano del ćırculo, de esta manera, todas las rectas tangentes forman el cilindro,
el cual es una variedad diferenciable de dimensión 2. La proyección π, es la
proyección sobre el ćırculo y de esta manera, la imagen inversa de un punto es
precisamente su recta “tangente”.

2.4. Transversalidad

Definición 13. Sea f : M → N una aplicación diferenciable entre variedades
diferenciables. Decimos que un punto p ∈ M es un punto regular de f si f
es una submersion en p, y un punto q ∈ N es un valor regular de f si todo
punto de f−1(q) es regular. Cuando un punto o valor no es regular, decimops
que es un punto o valor cŕıtico. Un punto cŕıtico p ∈ M es aislado si existe
una vecindad U de p donde p es el único punto cŕıtico de f .
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Figura 2.3: Haz tangente de S1

Teorema 2.7 (de la Preimagen). Sea f : M → N es una aplicación diferen-
ciable entre variedades diferenciables de dimensión k y l respectivamente con
k ≥ l. Si q ∈ N es un valor regular, entonces el conjunto f−1(q) ⊂ M es una
variedad diferenciable de dimensión k − l.

Demostración. Sea p ∈ f−1(q). Como q es un valor regular, la diferencial
Dfp : TMp → TNq es sobre. Por lo tanto, el kernel K ⊂ TMp de Dfp es un
subespacio vectorial de dimensión (k − l).

Si M ⊂ Rm, escojamos una aplicación lineal L : Rm → Rk−l que es no
singular en el subespacio K ⊂ TMp ⊂ Rk. Definimos

F : M → N × Rk−l

F (x) = (f(x), L(x)).

La diferencial DFp está claramente dada por

DFp(v) = (Dfp(v), L(v)).

Por lo tanto DFp es no singular. Entonces, por el Teorema de la Función Inversa
(Teorema 2.5) F manda alguna vecindad U de p difeomorfamente sobre una
vecindad V de (q, L(p)).

Nótese que la imagen de f−1(q) bajo F es el hiperplano q×Rk−l. De hecho
F manda a f−1(q)∩U difeomorfamente sobre (q×Rk−l)∩ V . Esto prueba que
f−1(q) es una variedad diferenciable de dimensión k − l.

Ejemplo 16. Podemos demostrar fácilmente que la esfera unitaria Sm−1 es
una variedad diferenciable. Considera la función f : Rm → R definida por

f(x) = x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
m.

Toda y ̸= 0 es un valor regular y la variedad diferenciable f−1(1) es precisamente
la esfera unitaria.

Definición 14. Sean M y N variedades diferenciables y sea L ⊂ N una sub-
variedad diferenciable de dimensión k. Diremos que una función diferenciable
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f : M → N es transversal a L (denotado por f ⋔ L) si la condición de trans-
versalidad

Dfp(TpM) + Tf(p)L = Tf(p)N, si f(p) ∈ L, (2.4)

es satisfecha para todo p ∈ M .

Nota 2.8. Sea f : M → N una aplicación diferenciable y sea q ∈ N un va-
lor regular. Consideremos a q como una subvariedad de N de dimensión cero.
Entonces f es transversal a q. Por lo tanto una aplicación transversal a una
subvariedad generaliza el concepto de valor regular de una aplicación.

El siguiente resultado es una generalización del Teorema 2.7 utilizando trans-
versalidad.

Teorema 2.9. Si f : M → N es transversal a la subvariedad L ⊂ N de codimen-
sión k y f−1(L) ̸= ∅, entonces f−1(L) es una subvariedad de M de codimensión
k.

Demostración. El hecho de que f−1(L) sea una variedad es una cuestión local.
Es decir, es una variedad si y sólamente si todo punto x ∈ f−1(L) tiene una
vecindad U en M tal que f−1(L)∩U es una variedad. Sea f(p) = q ∈ L. Existe
una carta (V, ϕ) tal que ϕ(V ) es difeomorfa a una vecindad V ′ de ϕ(p) = 0 en
Rl y tal que ϕ(L ∩ V ) = Rl−k ∩ V ′ donde Rl−k ⊂ Rn está dado haciendo cero
las últimas k coordenadas.

Por otro lado, sea Π: Rn → Rk la proyección en esas últimas coordenadas;
entonces, Π(ϕ(L∩ V )) = 0. Sea U una vecindad de p en M tal que f(U) ⊂ V y
consideremos la composición

U
f // V

ϕ // V ′ Π // Rk

p � // q � // 0 � // 0

(2.5)

Como TpU ∼= TpM , TqV ∼= TqN y f ⋔ L tenemos que

TqV ∼= Dfp(TpU)⊕ Tq(L ∩ V ),

y como L ∩ V es de codimensión k tenemos que dimDfp(TpU) = k. Aplicando
la diferencial de la carta ϕ en q tenemos

Dϕq(TqV ) = Dϕq(Dfp(TpU))⊕ Rl−k,

como Dϕq es un isomorfismo Dϕq(Dfp(TpU)) tiene dimensión k y por lo tanto
DΠ0(Dϕq(Dfp(TpU))) ∼= Rk como se muestra en el diagrama

TpM
Dfp // TqV

Dϕq //

∼=
��

T0V
′

∼=
��

DΠ0 // T0Rk

∼=
��

Dfp(TpM)⊕ Tq(L ∩ V )
� // Dϕq(Dfp(TpM))⊕ Rn−k � // Rk

Entonces tenemos que 0 es un valor regular de la composición Π ◦ ϕ ◦ f y por
lo tanto por el Teorema 2.7 su preimagen (Π ◦ ϕ ◦ f)−1(0) = f−1(L)∩U es una
subvariedad de U de codimensión k.
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Definición 15. Sean M y L subvariedades de N . Decimos que M y L son
transversales (denotado por M ⋔ L) si

TpM + TpL = TpN

para toda p ∈ M ∩ L.

Ejemplo 17. Curvas en R2.

(a) transversal (b) no transversal (c) no transversal

Figura 2.4: Transversalidad

Nota 2.10. Si i : M → N y j : L → N son las inclusiones, tenemos que M ⋔ L
es equivalente a i ⋔ L o a j ⋔ M .

Corolario 2.11. La intersección de dos subvariedades transversales M y L de
N es tambien una subvariedad. Además

codim(M ∩ L) = codimM + codimL.

2.5. Campos Vectoriales

Definición 16. Sea M ⊂ Rm una variedad diferenciable. Un campo vectorial
diferenciable en M es una aplicación diferenciable v : M → Rm tal que v(x) ∈
TxM para cada x ∈ M .

Dada una carta (U, h) tenemos que el campo vectorial X restringido a U se
escribe en coordenadas locales como en la ecuacion (2.1) pero ahora los coefi-
cientes ai son funciones suaves ai : U → R.

Ejemplo 18. Campo vectorial sobre una variedad:

Una singularidad a del campo vectorial v es un punto a ∈ M en el cual el
campo vectorial es cero o no está definido.
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Ejemplo 19. Sea M = S1 el ćırculo. El campo vectorial ilustrado en la figura
no tiene singularidades.

Ejemplo 20. SeaM = S2 la esfera de dimensión 2. El campo vectorial ilustrado
en la figura tiene singularidades en los polos.

Ejemplo 21. Sea M = T el toro. Los campos vectoriales mostrados en la
Figura 2.5 no tienen singularidades.

(a) Campo longitudinal (b) Campo meridional

Figura 2.5: Campos vectoriales en el toro

Una forma muy útil de construir campos vectoriales en una variedad dife-
renciable es construyendo campos vectoriales en cada vecindad coordenada y
despues pegándolos mediante las cartas para formar un campo vectorial sobre
toda la variedad.

Lema 2.12. Sea Ba(x0) y Bb(x0) las bolas en Rm con centro en x0 y radios
a y b respectivamente. Supongamos que a, b, entonces existe una función suave
h : Rm → R tal que h es igual a 1 en Ba(x0), cero fuera de Bb(x0) y estricta-
mente entre 0 y 1 en puntos de Bb(x0)−Ba(x0).

Demostración. Consideremos la función suave f : R → R definida por

f(x) =

{
e−1/x2

si x > 0

0 si x ≤ 0

25



Es fácil ver que la función dada por F (x) = f(x − a)f(b − x) es positiva en el
intervalo (a, b) y cero en cualquier otro punto. Definimos

g(x) =

∫ x

−∞ Fdx∫∞
−∞ Fdx

la cual es una función suave tal que g(x) = 0 para x < a, g(x) = 1 para x > b
y 0 < g(x) < 1 para x ∈ (a, b). Finalmente definimos h : Rm → R por

h(x) = g(∥x− x0∥).

Definición 17. Una cubierta abierta {Uα} de un espacio topológico X es lo-
calmente finita si para toda x ∈ X existe una vecindad W de x tal que
W ∩ Uα ̸= ∅ para un número finito de α.

Definición 18. Un refinamiento {Ui} de la cubierta {Vα} es una cubierta tal
que para cada i existe una α tal que Ui ⊂ Vα.

Teorema 2.13. Sea X un conjunto arbitrario de Rm. Dada cualquier cubierta
de X por subconjuntos abiertos (relativos) {Vα}, existe un refinamiento {Ui}
localmente finito de {Vα} y una sucesión de funciones suaves {gi} sobre X,
llamada partición de la unidad subordinada a la cubierta abierta {Ui}, con
las siguientes propiedades:

1. 0 ≤ gi(x) ≤ 1 para toda x ∈ X y toda i.

2. Cada x ∈ X tiene una vecindad en la cual todas salvo un número finito
de funciones gi son idénticamente cero.

3. Cada funcion gi es idénticamente cero excepto en algún conjunto cerrado
contenido en una Ui.

4. Para cada x ∈ X,
∑

i gi(x) = 1. Nótese que de acuerdo con 2 esta suma
es siempre finita.

Demostración. Como cada Vα es un abierto relativo de X puede ser escrito
como Uα = X ∩Wα para algún conjunto abierto Wα de Rm. Sea W =

⋃
α y sea

{Kj} cualquier sucesión de conjuntos compactos tales que

W =

∞⋃
j=1

Kj

con Kj ⊂ Interior(Kj+1). Por ejemplo

Kj = { z ∈ W | |z| < j y la distancia de z a Rm −W ≥ 1/j }.

La colección de todas las bolas de Rm cuya cerradura pertenece a al menos
una Wα es una cubierta abierta de W . Seleccionemos un número finito de dichas
bolas W̃1, W̃2, . . . , W̃r que cubra al conjunto K2. Por el Lema 2.12 para cada
bola seleccionada podemos encontrar una función suave ηl no negativa en Rm

tal que es idénticamente 1 en W̃l y cero fuera de un conjunto cerrado contenido
en una de las Wα.
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Continuamos construyendo una sucesión de funciones inductivamente. Para
cada j ≥ 3, el conjunto compacto Kj − Interior(Kj−1) está contenido en el
conjunto abierto W −Kj−2. La colección de todas las bolas abiertas tales que
su cerradura esta contenida tanto enW−Kj−2 y algunaWα forman una cubierta
abierta de Kj − Interior(Kj−1). Extrayendo una subcubierta finita y agregando
a nuestra sucesión {ηi} una función por cada bola; la función debe ser 1 en la
bola y cero fuera de un conjunto cerrado contenido en W −Kj−2 y una Wα.

Por construcción, la cubierta {W̃i} es localmente finita y para cada j so-
lamente un número finito de funciones ηi son distintas de cero en Kj . Por lo
tanto, como todo punto en W pertenece al interior de algún Kj , la suma

∞∑
j=1

ηj

es de hecho finita en una vecindad de todo punto de W . Además, al menos un
término es distinto de cero en cualquier punto de W . Entonces

Gi =
ηi∑∞
j=1 ηj

es una funcion suave bien definida. Tomando Ui = W̃i ∩ X obtenemos la sub-
cubierta localmente finita de Vα deseada y si hacemos gi la restricción de Gi a
X, entonces obtenemos la partición de la unidad deseada.

Teorema 2.14 (de la Construcción con Parches). Sea M ⊂ Rm una variedad
diferenciable con un atlas {(Uα, hα)} donde hα : Uα → U ′

α ⊂ Rm es una carta.
Sea vα un campo vectorial C∞ definido en U ′

α para cada α y asumamos que
existe una partición de la unidad {gα} subordinada a {Uα}. Sea v definido por

v(p) =
∑
α

gαh
∗
αvα(p), p ∈ M

entonces v es un campo vectorial C∞ en M .

Demostración. Por el Teorema 2.13-2 podemos suponer que el atlas {Uα} es
localmente finito (si no, tomamos un refinamiento que si lo sea), por lo tanto, la
suma en cada punto p es una suma finita y entonces v(p) es un vector tangente
a p para toda x ∈ M . Tenemos que v es suave ya que en la coordenadas locales
dadas por la carta (Uβ , hβ) v esta dada por

∑
α(gα ◦ h−1

α )vα, donde la suma se
toma sobre todos los ı́ndices α tales que Uβ ∩Uα ̸= ∅, como {Uα} es localmente
finita, el número de dichos ı́ndices es finito.

2.5.1. Campos vectoriales y curvas integrales

Definición 19. Sea v un campo vectorial diferenciable en M y x ∈ M . Una
curva intgral de v es una curva diferenciable p : (a, b) → M tal que p′(t) =
v(p(t)) para toda t ∈ (a, b). Usualmente suponemos que el intervalo abierto
(a, b) contiene a 0. En este caso, si p(0) = x, decimos que p es una curva
integral de v que empieza en x, y llamamos a x el punto inicial de p. Para
mostrar la dependencia del punto inicial x de dicha curva integral escribiremos
p(t) = Ht(x). An integral curve is maximal if its domain cannot be extended
to a larger interval.
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Teorema 2.15 ([5, (8.10)]). Sea v un campo vectorial diferenciable en M . Sea
U un conjunto abierto en M . Para cada x ∈ U existe una vecindad W de x en
M , un número ϵ > 0 y una aplicación diferenciable

H : (−ϵ, ϵ)×W → U

(t, x) 7→ Ht(x)

tal que para cada x ∈ W la función Ht(x) es una curva integral de v que empieza
en x,es decir, tenemos H0(x) = x and d

dtHt(x) = v(Ht(x)). Además, satisface
Ht(Hs(x)) = Ht+s(x) cuando ambos lados de la igualdad están definidos.

Definición 20. La aplicación H : (−ϵ, ϵ)×W → U dada en el Teorema 2.15 es
llamada un flujo local generado por v alrededor del punto x en la vecindad
U . En la Figura 2.6 se ilustra un campo vectorial y el flujo generado. Si un flujo
local está definido en R ×M entonces es llamado un flujo global. Un campo
vectorial que tiene un fluo global es llamado un campo vectorial completo.

(a) Campo vectorial (b) Flujo

Figura 2.6: Flujo generado por un campo vectorial

Si v es un campo vectoria completo, entonces para toda t ∈ R

Ht ◦H−t = H−t ◦Ht = IdM ,

por lo tanto Ht : M → M es un difeomorfismo. Entonces, un campo vectorial
completo da lugar a un grupo de difeomorfismos a un-parametro de M ,
es decir, a un homomorfismo de grupos

(R,+) → Diff(M)

t 7→ Ht

donde (R,+) es un grupo abeliano de los números reales con la adición, y
Diff(M) es el grupo of difeomorfismos de M en śı misma.

Teorema 2.16 ([5, (8.10)]). Sea v un campo vectorial diferenciable sobre una
variedad diferenciable compacta M . Entonces v es un campo vectorial completo.
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2.6. Haces Fibrados

Ahora veremos la definición de haz fibrado y el Teorema de Fibración de
Ehresmann. Para más detalles ver por ejemplo [1, §3.4 and §5.5].

Definición 21. Un haz fibrado diferenciable (E, π,B, F ) consiste de lo
siguiente:

1. Una variedad diferenciable E llamada espacio total.

2. Una variedad diferenciable B llamada espacio base.

3. Una aplicación diferenciable suprayectiva π : E → B la cual es una sub-
mersión, llamada la proyección del haz fibrado .

4. Una variedad diferenciable F llamada la fibra.

5. Existe una colección {Uα, φα}α∈A, llamada cubierta trivilizadora, don-
de {Uα}α∈A is an open cover of B and for every α ∈ A,

φα : π
−1(Uα) → Uα × F

es un difeomorfismo tal que π ◦ φ−1(x, f) = x para todo (x, f) ∈ Uα × F ;
es decir, el siguiente diagrama conmuta:

π−1(Uα)

p
##

// Uα × F

projection{{
Uα

Por esta propiedad, decimos que la proyección π es localmente trivial.

Ejemplo 22. SeanB y F variedades diferenciables y consideremos la proyección
sobre el primer factor π : B × F → B. Claramente es un haz fibrado con fibra
F , el cual es llamado el haz producto.

Recordemos del Ejemplo 12 que el toro es el producto S1 × S1 y tomando
la proyección sobre el primer factor obtenemos un haz fibrado producto cuya
fibra es el ćırculo S1. La proyección se puede pensar como la proyección normal
sobre una longitud, y las diferentes fibras son los meridianos.

Ejemplo 23. Los siguientes son haces fibrados con fibra un intervalo cerrado.

El cilindro junto con la proyección sobre el ćırculo (see Figure 2.7(a)).

La Banda de Möbius junto con la proyección sobre el ćırculo central. (see Figu-
re 2.7(b)).
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(a) Cilindro (b) Banda de Möbius

Figura 2.7: Haces fibrados

Ejemplo 24. Los haces vectoriales son ejemplos de haces fibrados. Un haz
vectorial real (complejo) de rango n es un haz fibrado cuya fibra F es un
espacio vectorial real (complejo) de dimensión n. Ejemplos de haces vectoriales
son los siguientes:

El cilindro abierto (sin frontera) junto con la proyección sobre el ćırculo.

La Banda de Möbius sin frontera junto con la proyección sobre el ćırculo
central.

El haz tangente de una variedad diferenciable M en Rm. Su espacio total
está dado por

TM = {(x, v) ∈ M × Rm |x ∈ M,v ∈ TxM},

y la proyección π : TM → M está dada por la restricción de la proyección
sobre el primer factor.

De hecho, en el Ejemplo 15 vimos que el cilindro abierto es el haz tangente del
ćırculo.

Ejemplo 25. Una vez que hemos visto el haz tangente T (M) a una variedad
diferenciable M , también podemos definir el haz normal de M ; para cada x ∈ M
definimos el espacio normal de M en x, NxM , como el complemento ortogonal
de TxM en Rm; entonces, el haz normal N(M) está definido por

N(M) = {(x, v) ∈ M × Rm|v ∈ NxM} .

El haz normal es un haz vectorial.

El siguiente teorema nos da condiciones para que una aplicación diferenciable
entre dos variedades sea un haz fibrado. Para enunciarlo necesitamos la siguiente
definición.

Definición 22. Una aplicación diferenciable f : M → N entre variedades di-
fereciables M y N es propia si para todo subconjunto compacto K de N , la
imagen inversa f−1(K) es un subconjunto compacto de M .
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Teorema 2.17 (de Fibración de Ehresmann). Sean M y N variedades diferen-
ciables de dimensiones k y l respectivamente. Sea f : M → N una submersión
propia. Entonces f es un haz fibrado.

Demostración. Como f es una submersión tenemos que k ≤ l.´ Necesitamos
probar que f es localmente trivial, es decir, tenemos que demostrar que si p ∈ N
y F = f−1(p) es la fibra de p, entonces existe una vecindad U de p en N y un
difeomorfismo

φ : U × F → f−1(U)

tal que el siguiente diagrama conmuta

U × F
φ //

pr1
""

f−1(U)

f |f−1(U){{
U

La afirmación es local relativa a N , por lo que podemos reemplazar a M , N y
f por f−1(U), U y la restricción de f a f−1(U). Por lo tanto, sin pérdida de
generalidad supongamos que p = 0 y N = Dl un disco abierto en Rl centrado en
cero. En este caso tenemos los campos vectoriales básicos ∂

∂y1
, . . . , ∂

∂yl
y podemos

levantarlos a M obteniendo campos vectoriales vi, . . . , vl en M tales que para
toda x ∈ M

Dfx(vi(x)) =
∂

∂yi
. (2.6)

Localmente en una vecindad de un punto x ∈ M dichos campos son fáciles de
encontrar, por el Teorema 2.6 una carta Vα de x tal que f en dichas coordenadas
está dada por la submersión canónica

f(x1, . . . , xk) = (x1, . . . , xl).

Definimos v̄i,α = ∂
∂xi

, donde ∂
∂x1

, . . . , ∂
∂xk

son los campos vectoriales básicos en

Vα. Claramente este campo satisface (2.6). Cubriendo a M con dichas cartas
escojemos una partición de la unidad subordinada a esta cubierta y usando el
Teorema 2.14 pegamos los campos v̄i,α para obtener campos vi (i = 1, . . . , l)
que satisfacen (2.6).

Por el Teorema 2.15, los campos vectoriales vi determinan flujos Hi en M .
Definimos

φ : U × F → f−1(U)

φ(u, x) = H1
u1

◦ · · · ◦H l
un

(x)

para x ∈ F y u = (u1, . . . , ul) ∈ Dl.
Tal vez no es inmediatamente claro que la aplicación φ(u, x) definida de esta

manera existe para toda u ∈ Dl, pero de cualquier forma, mientras el flujo local
exista tenemos que

u = pr1(u, x) = f ◦ φ(u, x)

ya que
f ◦Hi

ui
(x) = f ◦Hi

0(x) + uiei
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donde ei ∈ Dl es el i-ésimo vector unitario. Es decir, la ecuación se cumple para
ui = 0 y la correspondencia de las derivadas de acuerdo a ui se tiene por que vi
levanta al campo ∂

∂yi
.

Entonces se sigue que todos los flujos en la definición de φ existen por que
para ∥u∥ ≤ k las lineas de flujo permanecen dentro del conjunto compacto

f−1{u ∈ Rn | ∥u∥ ≤ k }.

Aqúı usamos la hipótesis de que f es propia.
Finalmente obtenemos la aplicación inversa

φ−1 : M → U × F

definiendo f(y) = u y

φ−1(y) = (u,H l
−un

◦ · · · ◦H1
−u1

(y)).

La hipótesis de que f es propia es esencial, si por ejemplo, quitamos un
punto de M , la restricción de f sigue siendo una submersión pero no es un haz
fibrado.

El Teorema de Fibración de Ehresmann se puede generalizar para variedades
con frontera. Véase [1, Theorem 5.5.14] o [28, §2] para los detalles de la prueba.

Teorema 2.18 (Teorema de fibración de Ehresmann para variedades con fron-
tera). Sea M una variedad diferenciable con frontera, sea N una variedad
compacta sin frontera y f : M −→ N una aplicación propia suprayectiva. Si
f |M̊ : M̊ −→ N y f |∂M : ∂M −→ N son submersiones, entonces f es un haz
fibrado localmente trivial.

En el Teorema 2.18 la frontera de M puede ser vaćıa, en este caso obtenemos
el Teorema de Fibración de Ehresmann clásico.

El Teorema 2.18 se usará para probar el Teorema de Fibración de Milnor-Lê
(Theorem 4.2) en la Sección 4.

Definición 23. Dos haces fibrados (E, π,B, F ) y (E′, π′, B, F ′) con el mismo
espacio base B son equivalentes si existe un difeomorfismo Θ: E → E′ tal que
el siguiente diagrama conmuta

E
Θ //

π
��

E′

π′
~~

B

Note que si dos haces fibrados son equivalentes tienen fibras difeomorfas.

2.7. Variedades algebraicas

Sea F igual a R ó C. Sea f : Fn → Fm

f(x) = (f1(x), . . . , fm(x)) x = (x1, . . . , xn).
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con las fi : Fn → F, i = 1, . . . ,m polinomios.
La variedad algebraica V (f) = V (f1, . . . , fm) está definida por V (f) =

f−1(0, . . . , 0), es decir, por todos los puntos en Fn que anulan a todas las fi.
Si V (f) está definida por una sola ecuación, decimos que V (f) es una hiper-
superficie.

Un punto x ∈ V (f) es un punto singular o una singularidad de V (f) si
es un punto cŕıtico de f . Denotamos por Σ(V ) al conjunto de todos los puntos
singulares de V

Lema 2.19. El conjunto Σ(V ) de los puntos singulares de V forman un sub-
conjunto algebraico propio (posiblemente vaćıo) de V .

Teorema 2.20 ([26, Th. 1]). Sea F igual a R ó C. Sea V = V (f) la variedad
algebraica definida por f : Fn → Fm, entonces, el conjunto V −Σ(V ) de los pun-
tos no-singulares de V forman una variedad diferenciable no vaćıa. De hecho,
esta variedad es anaĺıtica real (o compleja, según sea el caso) y tiene dimensión
n−m sobre F.
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Caṕıtulo 3

Topoloǵıa de singularidades

3.1. Ejemplo modelo: singularidades de Brieskorn-
Pham.

En esta sección presentaremos el caso particular de los polinomios de Brieskorn-
Pham, estudiados por Pham en [22] y por Brieskorn en [3], donde podremos ver
de manera elemental todas las propiedades que veremos más adelante de las
singularidades complejas aisladas.

Definición 24. Un polinomio de Brieskorn-Pham es un polinomio f : Cn+1 →
C de la forma:

za0
0 + ...+ zan

n , ai ≥ 2 . (3.1)

Un cálculo simple muestra que el origen 0 ∈ Cn+1 es su único punto critical,
por lo tanto V := f−1(0) es una hipersuperficie compleja con una singularidad
aislada en 0. Sea d el mı́nimo común múltiplo de los ai y para cada i = 0, · · · , n
sea di = d/ai. Entonces tenemos una acción de C∗ en Cn+1 determinada para
cada número complejo no cero λ ∈ C∗ por

λ · (z0, · · · , zn) 7→ (λd0z0, · · · , λdnzn), (3.2)

Observemos que se cumple que:

f(λd0z0, · · · , λdnzn) = λdf(z1, · · · , zn) (3.3)

por lo tanto f es casi-homogénea (ver la Definición 25 abajo). Esta acción de
C∗ tiene a 0 como su único punto fijo y V es un conjunto invariante, unión de
C∗-órbitas. Tenemos las siguientes propiedades:

Property 1 (Estructura cónica). Sean X ⊂ Rk, xo ∈ Rk con x0 /∈ X, entonces
el cono de X, Cono X es la unión de todos los segmentos
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tx+ (1− t)x0 0 ≤ t ≤ 1 ∀x ∈ X.

Sea (X,A) una pareja de espacios topológicos, es decir, A ⊂ X. Decimos que
la pareja (X,A) es homeomorfa a la pareja (Y,B), denotado por (X,A) ∼= (Y,B),
si X ∼= Y y A ∼= B. Definimos el cono de la pareja (X,A) como:

Cono(X,A) = (Cono X,Cono A).

pues claramente Cono A ⊂ Cono X.
Restringiendo la acción (3.2) a los números reales positivos t ∈ R+, obtene-

mos un flujo (mostrado esquemáticamente en la Figura 3.1) tal que:

Figura 3.1: Acción de C∗ en Cn+1

cada órbita converge a 0 cuando t tiende a 0, y va a infinito cuando t
tiende a ∞;

cada órbit es transversal a todas las esferas centradas en 0. Por lo tanto V
intersecta transveralmente a toda (2n+1)-sphere Sr centrada en 0, por lo
tanto Kr := V ∩ Sr es una subvariedad diferenciable real de codimensión
2 de Sr;

Dadas esferas arbitrarias Sr, Sr′ centradas en 0, el flujo da un difeomor-
fismo de Sr en Sr′ que lleva a Kr en Kr′ . Además, el flujo determina
un subgrupo a 1-parametro de difeomorfismos que muestra a la pareja
(Cn+1, V ) como el cono sobre (Sr,Kr). Denotamos a la variedad Kr po
Lf y la llamamos la aureola de la singularidad (see [16]).

Property 2 (Argumento constante). Sea z ∈ C∗ expresado en su forma polar
z = νeiθ. Recordemos que el número real θ ∈ (−π, π] es llamado el argumento
principal de z, y dos números complejos z, z′ ∈ C∗ tienen el mismo argumento
principal si y sólo si f(z)/|f(z)| = f(z′)/|f(z′)|. El argumento principal del
número complejo f(z) es constante en cada órbita de la acción de R+, es decir
para toda t ∈ R+

f(t · z)
|f(t · z)|

=
tdf(z)

|tdf(z)|
=

tdf(z)

|td||f(z)|
=

f(z)

|f(z)|
.
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Property 3 (Fibración en tubos). Por (3.3), multiplicación por eiθ en
Cn transporta a cada fibra f−1(ζ) en la fibra f−1(eiθd · ζ). Por lo tan-
to S1 actúa en cada tubo N(δ) := f−1(∂Dδ) , mandando fibras de f en
fibras de f , donde ∂Dδ

∼= S1 es la frontera del disco en C de radio δ > 0
centrado en 0. Un cálculo directo muestra que las órbitas de esta acción
son transversales a las fibras de f . Por lo tanto, tenemos un haz fibrado
diferenciable:

f : N(δ) → ∂Dδ. (3.4)

La restricción de la acción de C∗ a S1 deja invariante cada esfera centrada
en 0.

Por la Propiedad 1 V es transversal a la esfera unitaria S2n+1 y como
cada punto en V \ {0} es regular, cada fibra f−1(t) con |t| suficientemente
pequeño es también transversal a S2n+1.

Por lo tanto, si definimos N(1, δ) := N(δ) ∩ B2n+2, donde 1 significa que
la bola B2n+2 tiene radio 1, tenemos que el haz fibrado (3.4) determina
un haz fibrado :

f : N(1, δ) → ∂Dδ
∼= S1 . (3.5)

Esta es la segunda versión clásica de la fibración de Milnor para f , conocida
como fibración de Milnor-Lê.

Property 4 (Fibración en la bola). Observemos que para cada ĺınea Lθ que
pasa por el origen en C, podemos considerar el conjunto

Xθ := {z ∈ Cn | f(z) ∈ Lθ} .

Cada Xθ es una hipersuperficie anaĺıtica real con una singularidad aislada en 0,
su unión llena a todo Cn+1 y su intersección es V . Por la Propiedad 2, las órbitas
de la acción de R+ están contenidas en las Xθ’s. Por la Propiedad 1, cada Xθ

es transversal a todas las esferas, y por la Propiedad 3, la acción de S1 permuta
estas hipersuperficies. Por lo tanto, tenemos que estas variedades definen una
familia en Cn+1, y la parte no singular de cada una de estas variedades es
transversal a cada esfera centrada en 0. Si removemos a V de Cn, para cada
bola centrada en 0 obtenemos un haz fibrado

φ =
f

|f |
: B2n \ V −→ S1 . (3.6)

La fibra sobre un punto eiθ es una componente conexa de Xθ \ V . La otra
componente conexa es f−1(e−iθ).

Property 5 (Fibration en la esfera). Ahora nos restringiremos a la bola unitaria
B2n+2 en Cn+1. Como cada Xθ intersectra transversalmente a la esfera S2n+1 =
∂B2n+2, la intersección es una subvariedad de codimensión 1 de la esfera, que
contiene a la aureola Lf = V ∩ S2n+1. Como las órbitas de la acción de S1
preservan a la esfera S2n+1, la restricción de φ a S2n+1 define la Fibración de
Milnor clásica:

φ =
f

|f |
: S2n+1 \ Lf −→ S1 . (3.7)
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Property 6 (Equivalencia de fibraciones). Cada órbita de la acción de R+ es
transversal en todas partes al tubo N(δ), por la Propiedad 1 es transversal a la
esfera S2n+1, y por la Propiedad 2, los números complejos f(z) tienen argumento
constante a lo largo de cada órbita. por lo tanto, las ĺıneas integrales de esta
acción determinan un difeomorfismo entre N(1, d) y S2n+1 menos la parte de

la esfera contenida dentro del tubo sólido abierto f−1(
◦
Dδ). esto determina la

equivalencia clásica entre la fibración de Milnor en la esfera (3.7) y la fibración
de Milnor-Lê en el tubo (3.5).

3.1.1. Singularidades casi-homogeneas

Todo lo que hemos dicho para los polinomios de Brieskorn-Pham funciona
exactamente igual cuando V está definida por la siguiente clase de polinomios.

Definición 25. Un polinomio complejo f : (Cn+1, 0) → (C, 0) es casi-homogeneo
de tipo {d; d0, · · · , dn}, donde d y di son enteros positivos, si existe una acción
de C∗ en Cn de la forma

λ · (z0, · · · , zn) = (λd0z0, · · · , λdnzn) ,

tal que para toda λ ∈ C∗ y toda z ∈ Cn se tiene:

f(λ · z) = λd · f(z) .

Estas singularidades cumplen Propiedades 1 a 6.
Si V es el conjunto de ceros de la aplicación anaĺıtica f : (Cn+1, 0) → (C, 0)

con un punto cŕıtico aislado en 0, satisface las Propiedades 1 a 6, pero en lugar
de tener una acción de C∗, existen campos vectoriales apropiados cuyos flujos
tienen las propiedades deseadas.

3.2. Estructura cónica y aureola

Definición 26. Sea f : (Cn, 0) −→ (C, 0) un polinomio. El conjunto de ce-
ros de f , dado por V = f−1(0), es la hipersuperficie definida por f . Las
singularidades de V son los puntos cŕıticos de f contenidos en V . Un punto
x ∈ V es una singularidad aislada si es un punto cŕıtico aislado de f .

Sea f : (Cn, 0) −→ (C, 0) un polinomio con 0 ∈ Cn un punto cŕıtico aislado,
i. e., existe una vecindad U de 0 ∈ C, donde 0 es el único punto cŕıtico de f . Sea
V = f−1(0). Aplicando el Teorema 2.7 a la restricción de f a U \ {0} tenemos
que V \ {0} es una variedad diferenciable de codimensión real 2.

Sea Bε una bola cerrada en Cn centrada en 0 de radio ε > 0 y sea Sε = ∂Bε.
Milnor probó [16, Corollary 2.9] que para toda ε suficientemente pequeña, la
esfera Sε intersecta a V \ {0} transversalmente, y por el Corolario 2.11 la in-
tersección Kε := V ∩ Sε es una variedad diferenciable de dimensión real 2n− 3
encajada en la esfera Sε. Milnor también probó que en dicha bola de radio sufi-
cientemente pequeño ε, V tiene una estructura cónica dada por el Teorema 3.1.
Recordemos que el cono de un espacio topológico X se obtiene de X × [0, 1] al
colapsar X × {0} a un punto. Denotamos al como de X por ConeX.
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Teorema 3.1 ([16, Theorem 2.10]). Para ε > 0 suficientemente pequeña, la
intersección de V con Bε es homeomorfa a ConeKε. De hecho, la pareja (Bε, V ∩
Bε) es homeomorfa a la pareja (Cone Sε,ConeKε).

Idea. El fujo del campo vectorial radial en Bε da un homeomorfismo entre
Cone Sε y Bε como sigue. Sea w el campo vectorial radial qeu apunta hacia
afuera en Cn dado por w(z) = z para toda z ∈ Cn. Es fácil ver que las curvas
integrales de w están dadas por p(t) = tz, con t unaa variable real (ver Defini-
ción 19). Para toda z ∈ Sε la curva integral que pasa por z está determinada
por la condición inicial p(1) = z. Se puede ver que el flujo generado por w está
dado por Ht(z) = tz y que está definido en R×Cn, por lo tanto w es completo.
Entones, la restricción del flujo

H : (0, 1]× Sε → Cn

(t, z) 7→ Ht(z),

manda difeomorfamente al producto (0, 1] × Sε a la bola sin el origen Bε \
{0}. Como Ht(z) tiende uniformemente a 0 ∈ Cn cuando t tiende a 0, este
difeomorfismo se extiende a un homeomorfismo de Cone Sε a Bε. La idea es
modificar este campo vectorial radial de tal manera que en los puntos en V \{0}
sea tangente a V \{0}. De esta manera, la curva integral que pasa por un punto
en V \ {0} está contenida en V \ {0}, por lo tanto, el homeomorfismo dado por
su flujo se restringe a un homeomorfismo entre ConeKε y V ∩ Bε.

Definición 27. Del Teorema 3.1 se sigue que para toda ε′ con 0 < ε′ < ε las
parejas de variedadees (Sε′ ,Kε′) y (Sε,Kε) son homeomorfas. Por lo tanto,la
clase de homeomorfismo de la pareja (Sε,Kε) es independiente del radio de la
esfera, y lo llamamos la aureola encajada de f . También llamamos al tipo de
homeomorfismo de Kε la aureola abstracta de f y lo denotamos por K. A
una esfera Sε que satisface el Teorema 3.1 es llamada una esfera de Milnor.

Cuando V es el conjunto de ceros de un polinomio f : (Cn+1, 0) → (C, 0) con
una singularidad aislada en el origen 0, su aureola es una variedad real anaĺıtica
cerrada y orientada de dimensión 2n− 1.

Bε

Sε

V (f)

K = V ∩ S3
ϵ

Figura 3.2: Aureola de f en 0

Definición 28. Sea f : (Cn, 0) −→ (C, 0) y g : (Cn, 0) −→ (C, 0) polinomios con
un punto cŕıtico aislado en 0. Sean Vf = f−1(0) y Vg = g−1(0) respectivamente,
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las hipersuperficies definidas por f y g. Decimos que f y g son R-equivalentes
si existe un homeomorfismo Ψ: (Cn, 0) → (Cn, 0) tal que f = g ◦ Ψ; si sólo
tenemos que Ψ(Vf ) = Vg entonces decimos que f y g tienen el mismo tipo
topológico.

Por el Teorema 3.1 si dos polinomios f y g tienen la misma aureola encaja-
da, entonces tienen el mismo tipo topológico. Por lo tanto, la aureola encajada
(Sε,Kε) y la aureola abstracta K son invariantes del tipo topológico de la sin-
gularidad.

3.2.1. Aureolas de curvas

Las curvas planas son hipersuperficies complejas en C2. Queremos estudiar
cómo son sus aureolas.

Por ejemplo, consideremos el polinomio

f(z1, z2) = zp1 + zq2 p, q ∈ N, p > 1, q > 1, (p, q) = 1.

Su diferencial esta dada por:

Df(z1,z2) = (pzp−1
1 , qzq−1

2 ),

entonces, el único punto singular de V (f) = { (z1, z2) ∈ C2 | zp1 + zq2 = 0 } es
el origen (0, 0).

Veamos que la aureola K es un nudo en la esfera S3
ϵ de un tipo especial

llamado nudo tórico de tipo (p, q).

Nudos

Un subconjunto K ⊂ S3 es un nudo si existe un homeomorfismo del
ćırculo unitario S1 en S3 cuya imagen es K, donde S1 es el ćırculo unitario.

En la Figura 3.3 se muestran el nudo trivial, el nudo trébol y el nudo 8.

(a) Nudo trivial (b) Nudo trébol (c) Nudo 8

Figura 3.3: Algunos nudos

En la Figura 3.4 se muestra una tabla de nudos hasta con 9 cruces.
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Figura 3.4: Tabla de nudos

Enlaces

Los enlaces son una generalización de los nudos en la que podemos tener
mas de una cuerda.

Un enlace es una colección ordenada finita de nudos que no se intersectan
entre śı. Cada nudo Ki se dice que es una componente del enlace.

En la Figura 3.5 se muestran el enlace trivial, el enlace de Hopf y los
anillos de Borromeo.

(a) Enlace trivial (b) Enlace de Hopf (c) Anillos de
Borromeo

Figura 3.5: Algunos enlaces

En la Figura 3.6 se muestra una tabla de enlaces hasta 8 cruces.
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Figura 3.6: Tabla de enlaces

Nudos y enlaces tóricos

El toro T , intuitivamente, es el espacio dado por la superficie de una dona,
mostrado en la Figura 3.7.

Figura 3.7: Toro

Matemáticamente, un toro se puede ver de diferentes maneras.

Como subespacio de R3 , el toro está definido por

{(x, y, z) ∈ R3 | (
√

(x2 + y2)− 2)2 + z2 = 1},
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Como espacio producto: Considérese al ćırculo unitario en el plano com-
plejo C, es decir el conjunto de puntos dado por

S1 = {eiθ | 0 ≤ θ < 2π}.

Entonces el toro es el espacio S1 × S1.

Como espacio cociente: Sea X el cuadrado unitario en R2. Entonces el toro
T se obtiene identificando los lados del cuadrado como lo indican las flechas en
la figura

Sean p y q primos relativos. Un nudo tórico de tipo (p, q), denotado Kp,q, es
un nudo que yace sobre la superficie de un toro y le da p vueltas en una dirección
(longitudinal) y q vueltas en la otra (meridional). Si p y q no son primos relativos,
entonces tenemos un enlace tórico con mcd(p, q) componentes.

Está dado por

Kp,q = {(eipt, eiqt) ∈ S1 × S1 | 0 ≤ t ≤ 2π}

El homeomorfismo está dado por:

S1 → S1 × S1

eit 7→ (eipt, eiqt).

La Figura 3.8 muestra que el nudo trébol es un nudo tórico K(2, 3).

Figura 3.8: Nudo trébol

En la Figura 3.9 se muestra una tabla de nudos y enlaces tóricos.
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Figura 3.9: Tabla de nudos tóricos

La aureola de zp1 + zq2

Sea f(z1, z2) = zp1 + zq2 con p, q ∈ N, p > 1, q > 1 y (p, q) = 1. Sea V (f)
la curva plana definida por f y sea K su aureola. Para ver que K es un nudo
tórico, identificamos a la bola Bϵ

con el polidisco D = {(z1, z2) ∈ C2 | |z1| ≤ 1, |z2| ≤ 1}

Por lo tanto

S3
ϵ
∼= ∂D = {|z1| ≤ 1} × {|z2| = 1} ∪ {|z1| = 1} × {|z2| ≤ 1}
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Para determinar K, basta encontrar V ∩ ∂D.
Si (z1, z2) ∈ V entonces |z1|p = |z2|q por lo tanto |z1| = 1 si y sólo si |z2| = 1.

Entonces K ⊂ S1 × S1 = T
Tenemos que

K = {(eiα, eiβ) ∈ S1 × S1 | eipα = eiqβ}.

Si definimos

ϕ : S1 → K

e
it
pq 7→ (e

it
p , e

it
q )

entonces ϕ es un homeomorfismo y por lo tanto K es un nudo tórico.

Además es de tipo (p, q) pues al correr t de 0 a 2pqπ,K da q vueltas alrededor
de la primera coordenada y p vueltas alrededor de la segunda.

Ejemplo 26. Por ejemplo, una vecindad de la singularidad z21 + z32 = 0 es el
cono sobre el nudo trébol (Figura 3.3(b)), que esquemáticamente se ve aśı, pues
en realidad está en C2.

En general, dada una curva plana V (f) definida por el polinomio f , su
aureola es un nudo tórico, o un nudo o en lace tórico iterado, tambien
llamando nudo o enlace cable [4, §8.3 Theorem 12]. No pueden ser nudos
hiperbólicos, por ejemplo, el nudo 8 (Figura 3.3(c)).

3.2.2. Aureolas de superficies

El caso n = 2 se remonta a Felix Klein en [11] donde estudia las superfi-
cies complejas obtenidas como cocientes de C2 por un grupo finito. Su trabajo
implica que toda variedad de la forma S3/Γ donde Γ es un subgrupo finito de
SU(2) es la aureola de una superficie compleja en C3. Las correspondientes sin-
gularidades son los puntos dobles racionales; los cuales han sido estudiados por
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muchos autores, ver por ejemplo [6] o [24, Chapter 3]. Por ejemplo, la aureola
de la función:

f(z1, z2, z3) = z21 + z32 + z53 ,

es la famosa esfera homológica de Poincaré, la cual es difeomorfa a SO(3) divi-
dido por el grupo de rotaciones en R3 que preservan un icosaedro, donde SO(3)
es el grupo de rotaciones del espacio Euclidiano de dimensión 3 y es isomorfo a
SU(2) dividido por su centro.

Ejemplo 27. Para n = 3, las aureolas son graph manifolds encajados en la
5-esfera Sε [18]. Por ejemplo, la aureola de la singularidad x2 + y3 + z5 = 0 es
la 3-esfera homológica de Poincaré (ver [10, Description 3, p. 116]). No puede
haber variedades hiperbólicas, por ejemplo, el complemento del nudo ocho (see
[19]).

En general, dado un gérmen de función holomorfa f : (C3, 0) → (C, 0), la
aureola Lf siempre es una 3-variedad de Waldhausen conexa con forma de in-
tersección negativa definida (ver [18] para más detalles). Si además f es casi-
homogenea, entonces su conjunto de ceros V es un conjunto invariante de la
restricción de la acción de C∗ a S1, como en la Propiedad 3 en Sección 3.1. Esta
acción de S1 también deja invariantes a cada esfera centrada en el origen, por lo
tanto la aureola LV es una 3-variedad de Seifert. Estas variedades fueron estu-
diandas por Seifert en [25] y están determinadas por un conjunto de invariantes
numéricos llamados invariantes de Seifert (ver también [20]). En [21] Orlik y
Wegreich probaron que si V es una superficie en C3 dada por un polinomio
casi-homogéneo f(z1, z2, z3), hay una deformación anaĺıtica equivariante de V
en una superficie definida por una de cinco clases de polinomios, que induce
unndifeomorfismo equivariante de las aureolas correspondientes, por lo que es
suficiente calcular los invariantes de Seifert de las aureolas de estas cinco clases
de polinomios. Los polinomios zp1 + zq2 + zr3 , como en el ejemplo anterior, son
uno de esos cinco tipos de singularidades casi-homogéneas en C3.
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Caṕıtulo 4

Fibración de Milnor

Las Propiedades 5 y 3 en Sección 3.1 generalizan, respectivamente, las dos
versiones del Teorema de Fibración de Milnor clásico para singularidades com-
plejas.

4.1. Fibración en la esfera

La primera versión dice lo siguiente:

Teorema 4.1 (Teorema de Fibración en la esfera). Sea U una vecindad abierta
del origen 0 ∈ Cn+1 y f : (U, 0) → (C, 0) una aplicaciçon analçitica compleja.
Sean V := f−1(0) y LV := V ∩ Sε donde Sε es una esfera suficientemente
pequeña en U centrada en 0. Entonces,

φ :=
f

|f |
: Sε \ LV −→ S1, (4.1)

es un haz fibrado C∞.

La prueba de Milnor en [16] usa el Lema de Selección de Curva, primero para
mostrar que la aplicación φ no tiene puntos criticos y después para construir un
campo vectorial completo w en Sε \ LV que se proyecta bajo φ sobre el campo
vectorial unitario tangente a S1. Su flujo define un subgrupo de difeomorfismos
a 1-parámetro

ht : Sε \ LV → Sε \ LV (4.2)

tal que
ht(Fθ) = Fθ+t. (4.3)

Esto muestra la trivialidad local de φ, es decir, que cada fibra de φ tiene una
vecindad, la cual es un producto (Figura 4.1).
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V

LV

LV

φ

Figura 4.1: Fibras de φ y campo vectorial trivializador w en Sε \ LV .

4.2. Fibración en el tubo

Actualmente, la prueba más común del Teorema 4.1 sigue el método original
de Milnor bosquejado en un art́ıculo previo que no fue publicado [15]. El punto
de partida es el siguiente:

Teorema 4.2 (Teorema de Fibración en el tubo). Con las hipótesis y notación
anteriores, sea δ > 0 suficientemente pequeño respecto a ε, tal que para cada
t ∈ C con |t| ≤ δ la fibra f−1(t) intersecta a la esfera Sε transversalmente.
Sea Dδ el disco en C de radio δ y centro en 0; sea ∂Dδ

∼= S1 su subconjunto
frontera y sea N(ε, δ) := f−1(∂Dδ) ∩ Bε, donde Bε es la bola abierta en Cn+1

cuya frontera es Sε. Entonces,

f|N(ε,δ)
: N(ε, δ) −→ ∂Dδ, (4.4)

es un haz fibrado C∞, (esencialmente) isomorfo al del Teorema 4.1.

Definición 29. La variedad con frontera N(ε, δ) es llamada un tubo de Milnor
(Figura 4.2).
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V

N(ε, δ)

f

∂Dδ

Figura 4.2: Fibración en el tubo de Milnor N(ε, δ).

La palabra “esencialmente” en el enunciado anterior es porque las fibras de
(4.4) son compactas, mientras que las de (4.1) son variedades abiertas. Para
tener un isomorfismo entre las dos fibraciones debemos restringir la fibración
(4.4) a la bola abierta.

Milnor probó este teorema en [15] cuando la función f tiene un punto cŕıtico
aislado. En el caso the general, Milnor demostró en [16] que las fibras de (4.4)
(restringidas a la bola abierta) son difeomorfas a las de (4.1). Para probar que
se tiene un haz fibrado en Teorema 4.2 debemos garantizar que dada ε > 0
como antes, existe una δ como la indicada, tal que todas las fibras f−1(t) con
|t| ≤ δ intersectan a la esfera Sε transversalmente. Esto no era sabido hasta 1977
cuando Hironaka probó en [9] que todas las aplicaciones holomorfas con valores
complejos tienen una estratificación de Thom. De hecho en [8, Théorème 1.2.4],
Hamm y Le prueban la existencia de una buena estratificación la cual es equi-
valente a la condición af de Thom. Usando el resultado de Hironaka, Lê Dũng
Tráng en [12] probó el Teorema 4.2 en un contexto más general, por lo que ahora
la fibración (4.4) es llamada la fibración de Milnor-Lê.

Para demostrar el Teorema 4.2 restringimos a f a una bola abierta sufi-
cientemente pequeña Br centrada en 0 tal que 0 ∈ C es su único valor cŕıtico.
Equipamos a Br con una estratificación de Thom [9], tal que V es unaa unión
de estratos y suponemos que el 0 mimsmo es un estrato. Sea Sε ⊂ Br una esfera
de Milnor para f como se definió en la Definición 27, tal que toda esfera de
radio ≤ r intersecta transversalmente cada estrato en V ; esto es posible por el
Teorema 3.1. Por compacidad, esto implica que existe δ > 0 tal que para cada
t ∈ C con 0 < |t| ≤ δ, la fibra f−1(t) intersecta a Sε transversalmente. Por lo
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tanto, todas las fibras de (4.4) en Teorema 4.2 son variedades suavas compactas
con frontera. La prueba de la trivialidad local sigue la prueba del Teorema de
Fibración de Ehresmann, levantando usando la Jacobiana f campos vectoriales
apropiados en C a campos vectoriales en Bε los cuales son normales a la fibra.
La única cosa adicional que tenemos que hacer, es escoger los levantamientos
de tal manera que los campos vectoriales sean tangentes a Sε, lo que es posible
porque las fibras son transversales a la esfera (ver [24, 28]).

4.3. Equivalencia de las fibraciones

El siguiente paso para probar el Teorema 4.1 es análogo a la Propiedad 6
en Sección 3.1 y está impĺıcito en [15]: inflamos el tubo de Milnor, llevando
la fibración en el tubo a la fibración en la esfera. Esto se basa en el Lema de
Selección de Curva. La clave es construir un campo vectorial como el descrito
en el siguiente lema (Figura 4.3).

Lema 4.3. Existe un campo vectorial integrable ξ en Bε \ V tal que:

1. Sus ĺıneas integrales son transversales a todos los tubos de Milnor f−1(S1r);

2. Sus ĺıneas integrales son transversales a todas las esferas centradas en 0;

3. Sus ĺıneas integrales viajan sobre puntos donde f tiene argumento cons-
tante. Es decir, si z, w son puntos en Bε \ V que están sobre la misma
ĺınea integral de ξ, entonces f(z)/|f(z)| = f(w)/|f(w)|.

V

Figura 4.3: El campo vectorial ξ que manda un tubo de Milnor a la esfera.

Esto nos permite inflar el tubo a la esfera obteniendo un homeomorfismo

h : N(ε, η) −→ Sε \N(ε, η) ,

de la manera obvia: para cada z ∈ N(ε, η) consideramos la única ĺınea integral
de ξ que pasa por z; recorremos esta ĺınea integral hasta llegar a la esfera Sε.
Entonces obtenemos un haz fibrado φ : Sε\LV → S1 con proyección φ := f◦h−1.
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La parte dif́ıcil es que dicho campo vectorial satisfaga la tercera condición. Esto
garantiza que la proyección en el Teorema 4.1 sea φ = f/|f | y que las dos
fibraciones sean equivalentes.

Tener estos dos haces fibrado equivalentes asociados a un función trae mucha
riqueza. La primera fibración es interesante para la topoloǵıa y la geometŕıa
diferencial. Tiene relaciones importantes con teoŕıa de nudos, descomposiciones
de libro abierto, gerometŕıa simpléctica y de contacto. La segunda fibración es
mas propicia para generalizaciones, y tiene una fuerte relación con geometŕıa
algebraica, al exhibir a la fibra especialr V como el ĺımite de una familia plana
de variedades complejas que degeneran en V .

4.4. La fibra de Milnor

Respecto a la topoloǵıa de la fibra, Milnor en [15, Theorems 5.1, 6.5] probó:

Teorema 4.4. Si V es el lugar de ceros de una aplicación anaĺıtica f : (Cn+1, 0) →
(C, 0) con una singularidad aislada en el origen, entonces la fibra F de la
fibróacin de Milnor de V es una variedad suave paralelizable de dimensión 2n
que tiene el tipo de homotoṕıa de una cuña de esferas

∨
Sn de dimensión n. El

número µ de esferas en la cuña es estrictamente positivo, al menos que V sea
suave.

Definición 30. El número µ = µ(f) es llamado el número de Milnor de f .

El número µ(f) puede calcularse topológicamente como el ı́ndice de Poin-
caré-Hopf de su campo vectorial gradiente ∇f(z) =

(
∂f
∂z1

(z), . . . , ∂f
∂zn+1

(z)
)
[15,

§7], y algebraicamente como la dimensión compleja del álgebra Jacobiana

µ(f) = dimC C{z1, . . . , zn+1}
/〈 ∂f

∂z1
, . . . ,

∂f

∂zn+1

〉
.

4.5. Descomposición de libro abierto

La fibración de Milnor ϕ : Sε \ K −→ S1 junto con la aureola K dan una
estructura de libro abierto a la esfera Sε, donde K es el lomo y las fibras de la
fibración de Milnor son las páginas.

La definición formal de libro abierto fue introducida por Winkelnkemper en
[27] y se ha convertido en un concepto importante en topoloǵıa (ver por ejemplo
[23, Appendix]). Los libros abiertos permiten describir a una variedad cerrada
arbitraria en términos de variedades de dimensión menor.

Definición 31 ([24, Def. 5.1]). Sea M una variedad suave cerrada de dimensión
n y sea N una subvariedad de M de codimensión 2 con haz normal trivial. Sea

π : M \N → S1

una aplicación tal que

π es una fibración localmente trivial y

existe una vecindad tubular de N difeomorfa a N×D2 tal que la restricción
de π a N × (D2\{0}) es la aplicación (x, y) 7→ y/||y||.
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La aplicación π es llamada una fibración de libro abierto deM , N es llamada
el lomo y las fibras de π son llamadas las páginas.

Se sigue que las páginas son todas difeomorfas y cada página F puede ser
compactificada al agregar el lomo N como su frontera, obteniendo una variedad
compacta con frontera.

Figura 4.4: Descomposición de libro abierto
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45, 49, 50

[25] H. Seifert. Topologie Dreidimensionaler Gefaserter Räume. Acta Math.,
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