LA INTEGRAL LOGARITMICA Y APLICACIONES

MARCOS LOPEZ GARCIA

ABSTRACT. En esta nota estudiamos algunas consecuencias de que una funcién
tenga integral logaritmica finita y mostramos algunas aplicaciones de este he-
cho.

1. PRELIMINARES

En el desarrollo de estas notas usaremos algunos resultados de Variable Com-
pleja, una buena referencia es el texto [3]. Los resultados mds avanzados se pueden
encontrar en el texto [4].

El objetivo principal del minicurso es mostrar que bajo ciertas suposiciones sobre
una funcién f: R — RT, existe una funcién g : R — R tal que

oo oo
/ 2" f(z)dz = / xz"g(z)dz para todo n > 0.

Sea 2 C C un conjunto abierto. Decimos que una funcién « : 2 — R es armoénica
si u € C?(Q) y satisface
u 0%u
—+——=0 en Q.
ox? = Oy

Una funcién f : Q — C es analitica en zg € ) si existe el limite

f(20) := lim f(z) = flz0)

zZ—20 zZ— 20

Decimos que f es analitica en €2, denotado por f € hol(Q), si es analitica en cada
punto de 2.

Observacion 1. Si ¢ : D — D es analitica y u : D — C es armonica, entonces
uo es armdnica en D. (Ejercicio)

Si f es analitica en una vecindad de D, la férmula integral de Cauchy (ver [3,
pag. 46]) implica que

flz)= L j{ &df para todo z € D.

2w Jop€—2

En particular, para z = 0y £ = € tenemos d¢ = ie’?df y

(1) £(0) = %/j F(e)db,
1
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Dada la descomposicién f(z) = u(z) + iv(z), es decir u = Rf, v = Jf, tenemos
que

o _ o
or Oy’
ou ov
Fy = _% en Q

Estas son las llamadas ecuaciones de Cauchy-Riemann, ver [3, pdg. 14]. Ahora es
claro que u y v son funciones arménicas en §2 que toman valores reales.

Ejemplo 2. Para cada t € (—m, ) la funcion

et 4
Rt(Z) = ot — 5
es analitica en D. Dado que
L—12)2  2S(ze™ )
Ri(z) = P +i i z €D.

se sigue que las funciones real-valuadas de la derecha son armdnicas.

Sea f € Li(—m,m). En el Teorema 13 mostramos que la funcién

1 [T et 42
F(z)= %/ - Zf(t)dt, zeD,

es analitica en . Asi que las funciones

®  wo=g [ s e = o [F B s

:%_W|z— T or _. |z

—T

son arménicas en D y F' = u + iu. En este caso decimos que u es la transformada
de Poisson de f y u es la transformada de Hilbert de f.

El siguiente resultado muestra que, bajo ciertas condiciones, una funcién arménica
se reconstruye a través de sus valores en la frontera.

Teorema 3. (Férmula de Poisson) Sea uw una funcion armdnica en una vecindad

de D. Entonces | |2
1 M 1—|z it

Proof. Podemos suponer que la funcién u toma valores reales. Sea v una funcién
arménica en una vecindad de D tal que f = u + v es analitica en D, ver [3, pdg.
209]. Tomando la parte real en (1) obtenemos

3) w(0) = /W w(e)do,

g % -
Asf que el resultado se cumple para z = 0. Para z € D\{0} consideramos la funcién
analitica ¥, : D — D dada por
w+ z
= —, e D.
¥:(w) zZw+1 v
Es fécil ver que

1 n—z
S D
v, (n) i1 "€
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y 1. (0D) = 0D, asi que podemos escribir e?/ = 1 1(e®). Por lo tanto,

C0d0 et —ize? 4 ize?t —qet|2? L, 1—|2)?
ie' — = = ie

dt (1 —zett)? (1 —zeit)2’
Entonces | ‘2
1—|z
df = ————=dt.
|z — eit]?

Finalmente, aplicamos (3) a la funcién arménica u o 9,:
1 (7 1—2?

u@) =uw. ) = 5 [t nas = o [ A=l uenar

2

—T —

En particular,
1 [ 1—r? 1 (™ 1z ,
— dt = — — = _dt=1, z=re? eD.
27r/,r1+7"2—27"cos(0—t) 27r/7r|z—e”|2
A continuacién damos un criterio bastante 1itil para ver que una funcién continua
es holomorfa, ver [3, pag. 72].

Teorema 4. (Morera) Sea f una funcion continua en un conexo € tal que

jﬁf(z)dz =0

para toda curva diferenciable cerrada simple v C Q. Entonces f es analitica en Q.

Teorema 5. (Diferenciacién de Lebesque, [1, pag. 112]). Sea f € Li . (a,b).
Entonces
1 x+t
f(z) = lim — f(r)dr, para casi todo x € (a,b).

En estas notas denotamos por H al semiplano superior abierto, i.e
H={zecC: 3z >0}
Ejemplo 6. (Transformacién de Cayley, ver [3, pdg. 21]) La funcion

1—z
w:gp(z):Z._FZ, zeH

es un mapeo biholomorfo de H sobre D tal que o(OH) C OD.

A menudo usaremos el cambio de variable,

e =o(t) = Z—&—i’ teR
Si w = ¢(z) obtenemos
2
1—jw? 1 |E
6T —wlZ T is|?
it itz

(I + 2 — i = =[))]i + ¢
(i —t)(i+2)— (i +1t)(i —2)|?
4(1+t%)Sz Sz

fry = ]. t2.
20 oot
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Por otro lado,
e dr 24 dr 2 2
1€ — = — T — -

dt — (i+1)? dt ~ (i—t)(i+t) 1+

Lo anterior implica

1—|wl? 23z
4 . dr = dt.
(4) le’m — w2 T |z — ¢|2
De manera similar tenemos
T 1 t
ﬂdT — 2Ldt.
e —w (1+t2)(z—1)

Proposition 7. Sea u: R — R una funcion tal que

* Ju(?)]
[m1+t2dt<m

Entonces para w = ¢(z), z € H, se cumple

1 (™ 1—|w? i 1 />~ Sz
27 J_ . |erm —w| |z—t\
1 (™ e +w 8

t
— _ t)dt
2T _ﬁe”fw(uosp e ( 1+t2)U() 7

(LT

s

17 28 (we T 1 —t t

— \Y(L,g(uogo e’ dT——/ (%z )u(t)dt.
em—| T

2 J_ . Jw— |z—t|2 1+1¢2

Proof. Basta notar que

1 l(uwop 1) (e |dr = l/ [u(®)] dt < oo
o T

2 oo L2

O

2. REPRESENTACION DE FUNCIONES ARMONICAS COMO INTEGRALES DE POISSON
Teorema 8. Sea V una funcion armdénica y positiva en D. Existe una medida v
en [—m, 7| tal que
1 (7 1—2?
Vi(z) = —/ ——dv(t).
(2) = 5 P (t)

Proof. Para 0 < r < 1 la férmula de Poisson implica

V(rz) = ! /Tr iV(r@“)dt zeD
o1 ||z —eit? ’ '
En particular,
1 T -
by V(re')dt = V(0) < oo, paratodo 0 <r < 1.
™

Por lo tanto {V (re®)dt}o<,r<1 es una familia de medidas positivas en [—m, 7] que es
uniformemente acotada. Por el principio de seleccién de Helly se sigue que existe
una medida v y una sucesién r, — 1~ tal que

1

it 1 "
o | st o [ o
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para toda funcién f € C([—m,7]). De lo anterior se sigue

™ _ 22
V(z) = lim V(r,z) = ! / ﬂdu(t).

=300 T or |z —eit?

Teorema 9. Sea f € L'(—m, 7). Entonces la funcién

_ i0y . i " 1—7?
u(z) = u(re”) = 27 /,r 1472 —2rcos(f — t)f(t)dt

es armonica en D y

(5) lim u(re®) = f(0) existe para casi todo 6.
r—1-
La funcion u es la llamada transformacion de Poisson de la funcion f.

Proof. Sin perdida de generalidad, podemos asumir que # = 0 es un punto de
Lebesgue para f.

Para cualquier § € (0,7) tenemos

/ g < [ |p(ea
s<|t|<m L+ 72 —2rcost 14712 —2rcosé J_, ’

y el tdltimo término tiende a cero cuando r — 17.

Sea e > 0 arbitrario. Existe &g € (0,7/2) tal que
1 t
%‘ f(T)dT—f(O)‘ < e paratodo 0 <t <dp.
—t

Ahora ponemos
1—1r2

h(ir,t) = ——————
(r:1) 1472 —2rcost’

t
J(t) = / F(r)dr.
0

Claramente h(r,t) — 0 cuando r — 1~ para todo 0 < ¢ < 7/2.

Integrando por partes obtenemos

%0 % 9k
h(r, ) f(t)dt = h(r, t)J(t)]0% — E(T’ t)J(t)dt,
0 0

0 % oh
/ h(r,t) f(t)dt = —h(r,t)J(—t)|%2, + g(r, t)J (—t)dt.
—do 0

Sumando las igualdades previas obtenemos

5o 8o % ap, t
/ h(r, t) f(t)dt = h(r,do) . f(T)dT—/ E(r, t) [tf(T)det.

—5o _

1 %o
u(r) = Py </50<t|§7r +/_60> h(r,t)f(t)dt,

Notamos que
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por lo tanto

8o ¢
lim w(r) = — lim i/0 %(r,t) [t f(r)drdt.

Integrando por partes tenemos

1 [% 0h 260 1 [%
— [ 2nA=—(rt)dt = == - t
o7 /. t(“)t (r,t)dt o h(r,do) =) h(r,t)dt
60h(r o) — 1+ ! h(r,t)dt
= »00) — a_ ) )
@ 27 Jso<|t|<nx

de donde se sigue que converge a —1 cuando r — 17. Finalmente, la observacién
anterior junto con la igualdad

1% on 1t f(0) [ 0h
%/0 201 (r,1) <2t /_tf(T)dT—f(0)> dt—&-?/o 205 (r e

implican que

lim u(r) — f(O)) < Ce.

r—1-

(]

Observacién 10. Sea p una medida compleja en [—m, 7| y consideramos su prim-
itiva u(f) = foe du(t). Sea

u(z)—i/7T Lo du(t), z=re’ D
C2m ) 1472 —2rcos(d —t) A N '
Entonces

(6) lim wu(re®) = 1/ ()

r—1-

siempre que exista p'(0), i.e para casi todo 6 (por el teorema de Lebesgue).

Teorema 11. Sea V wuna funcion armdnica y positiva en D. FEntonces existe
lim,_,,~ V(re?) para casi todo 6.

Proof. Existe una medida v finita y positiva en [—m, 7] tal que

V(z) L /7r ﬁdu(t).

PLN PR

El teorema de Lebesgue afirma que existe
d [°
") = — / du(t
V(o) =35 | v
para casi todo 6. El resultado se sigue de la observacién anterior. (|

Corolario 12. (Fatou) Sea f analitica y acotada enD. Entonces existelim,_,,- f(re*?)
para casi todo 6.

Proof. Existe M > 0 tal que |f| < M en D. Entonces Rf + M y Sf + M son
armonicas y positivas en . Basta aplicar el resultado anterior. [
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Teorema 13. Sea f € L'(—n, 7). Entonces la funcion

Glz) = - /_ Zl. T2 it

27 i

es analitica en D y

(7) lim G(re®) eziste para casi todo 6.

r—1-

Proof. De la estimacién

/7r et 4 2 2
. 1— 2|

~ f (t)’ dt <
se sigue que la funcién G(z) estd bien definida para cada z € D.

T

|f(#)]dt < oo

et —z

Sea (z,) C D una sucesién tal que lim, o, 2z, = z € D. La estimacién anterior
junto con el teorema de la convergencia dominada implican que lim, _,, G(z,) =
G(z). Asi que G es una funcién continua en D.

Sea v C D una curva diferenciable cerrada simple, entonces el teorema de Fubini

implica )
f Gle)dz = / ]{ e p(tydt =0,
¥

dado que la funcién fi(z) = (¥ + 2)(e" — 2)71, 2 € D, es analitica en D.

Sin perdida de generalidad podemos suponer que f > 0. Notamos que

%G(z):i/ﬂ |1_|22 F(®)dt>0 enD.

2 z—e |2

La funcion

G(z)—1

F(z) = —F——
€)= Gt
es analitica y dado que RG > 0 se sigue que |F| < 1 en D. Del resultado anterior
se sigue que existe

z €D,

F(e'?) := lim F(re') existe para casi todo 6.
r—1-
Por lo tanto,
. 1+ F(e")
lim G(re)=-—"—-—=
Jm Gre™) = 3=y
siempre que F(e?) # 1. El lema que se encuentra en la pagina 44 en [?, ?, koosis]
asegura que F(e?) =1 en a lo mds un conjunto de medida cero. (]

Corolario 14. Sea f € LL(—m,m). Entonces

(8) lim @(re’) := Hf(#), existe para casi todo 6.
r—1-
Proof. Esto se sigue de (2) y el teorema anterior. O
Sea € un punto fijo. Consideramos el sector con vértice en et y apertura

0 < o < /2 dado por
So () ={z € C:|arg(l —e ¥2)| < a}.
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Observacion 15. En Teorema 9, Observacion 10, Teorema 11, Corolario 12, Teo-
rema 13 y Corolario 14, en realidad el resultado es mds general, no solo existen los
respectivos limites radiales, sino que existen los limites cuando z — €' de manera
uniforme en Sy (ew), para cualquier apertura 0 < a < /2.

Sea u : R — R una funcién que satisface

% Ju(®)]
/_ool+t2dt<oo

Entonces la integral

F(z) = ;/i (Z i -+ 1+tt?> u(t)dt

converge absolutamente para cada z € H. (Ejercicio)

Usando el teorema de la convergencia dominada tenemos que lim, _,, F(z,) =
F(z) para toda sucesién (z,) C H tal que lim,_, 2z, = z € H. Por lo tanto, F es
continua en H.

Ahora sea v C H una curva diferenciable cerrada simple, entonces

i [ 1 t

dado que la funcién fi(z) = (z —t)~1, 2z € H, es analitica en H. Asf que el teorema
de Morera implica que F' es analitica en H.

Consideramos la funciones
1 [ Sz
=RF(2) =~ [ —
) U = e = - [ g
y

(10) U(z) := SF(z) = l/m (F%Z_t T )u(t)dt,

T \|z—t]2 141t
las cuales son funciones arménicas en H y que toman valores reales.

Asi que tenemos la descomposicién F' = U +iU en H,i.e U es la tnica conjugada
arménica de U en H tal que U(i) = 0.

Ahora estamos interesados en el comportamiento en la frontera de las funciones
UU.Siy—0"=2z—>2€R=w=¢(z) = p(x) en un cierto sector con vértice
en ¢(x). De la Proposicién 7, el Teorema 9, el Corolario 14 y la Observacién 15
tenemos que

lim Uz +iy) = u(z), lim Uz +iy) = Hu(z)

y—0+ y—0+

existen para casi todo x € R.
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Existen casos en que es fécil establecer la existencia de lim,_,o+ ﬁ(t + 1y).
Supongamos que la integral

/1 u(xo — 7) — u(zo +T)d7_
0

T

es absolutamente convergente. Por ejemplo, esto ocurre cuando u es Lipschitz
(Hoélder) continua en una vecindad de zo:

r

u(zg — 1) —u(xg + 7)

1)
dr < 2Lip(f)/ dr < 2Lip(f)d.
0

-
Entonces escribimos
. ot —7)—
u(zg) = —/ ulzo —7) u(xOJrT)d'r
i 0 T

zo+1
tu(t) 1 1 t
+/ dt+—/ (+>utdt,
xo—1 1 + t2 7T |t—m0|>1 To — t 1 + t2 ( )

y notamos que las tres cantidades estdn bien definidas.

Dado que

~ . 1 [ To—1 t
U(xo—&—zy):;/m ((xo—t)2+y2 + 1+t2>u(t)dt

tenemos que lim,_, o+ Ul(zo + iy) = (o).

El siguente resultado serd ttil y se puede encontrar en [2, pdg. 33].
Desigualdad de Jensen. Sea (X, ¥, 1) un espacio de probabilidad y ¢ : R — R una

funcién convexa, entonces
w(/ gdu) S/ @ o gdy,
X X

siempre que g € Li (X, ).

3. EL CRITERIO DE KREIN

Sea f: R — RT una funcién tal que

(11) /_Oof(w)d:c=1, /_w%mo, /_Oo|x|"f(x)dx<oo,n21.

Consideramos las funciones U, U definidas en (9) v (10) con u = In f. Por lo tanto,

lim U +iy) =In(f(@)),  lim Ulw+iy) = Hn f)()

y—0+

para casi todo t € R.

La funcién G(z) := exp(U(z) 4 iU(z)) es analitica en H y cumple

/0;|G(z)|dac:/ exp(U (-+iy) da:</ /OO L x—yt()i 0 / £
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para todo y > 0.
Por lo tanto, G est4 en el espacio de Hardy H'. Por el Lema 3.7 en [2, pdg. 59]
tenemos que

o0
/ G(x)e™dr =0 para todo ¢t < 0.
— 00
Derivando n veces respecto a la variable ¢ y haciendo ¢t = 0 tenemos

/ 2"G(x)dr =0 para todo n > 0.
Por otro lado, G(z) = lim,_,o+ G(z + iy) = f(x)exp(iH(In f)(x)). Tomando la
parte real e imaginaria de G obtenemos

/00 2" f(x) cos(H(In f)(z))dx = / 2" f(x)sin(H(In f)(z))de =0 para todo n > 0.

— 00 — 0o

El siguiente resultado aparecié publicado en el articulo [5].

Teorema 16. Sea f una funcion que satisface las condiciones en (11). Si g(x) =

f(z)(1 4 cos(H(In f)(x)), entonces

oo oo
/ z" f(x)dr = / 2"g(x)dx  para todo n > 0.

— 00 — 00
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