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COEFICIENTES DE FOURIER.

Sabemos que si f € L' (T) entonces sup ’/f\(n)‘ < |Iflly y que f (n) — 0
neZ

si |n| — oo.

Tres preguntas naturales son las siguientes:

1) iEs posible obtener una tasa de convergencia a cero para la
sucesion de coeficientes de Fourier?

Aunque no lo mostraremos aqui, la respuesta a esta pregunta
es NO.

Puede probarse que la sucesién de coeficientes de Fourier
puede converger a cero de manera arbitrariamente lenta.

2) (Sera cierto que cualquier sucesion (a,),cz — 0si |n| — 0
es la sucesién de coeficientes de Fourier de alguna
fell(T)?
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3) §Cémo se reflejan las propiedades de una funcién en su
sucesion de coeficientes de Fourier?

La pregunta 2 puede formularse también del modo siguiente:

2') ;Es sobreyectivo el mapeo lineal T : L (T) — ¢, donde

T(f)=(F(n) 2

nezZ’
La respuesta a esta pregunta es NO, y lo mostraremos a continuacién.

Observemos primeramente que los espacios (L' (T), [|-]l;) ¥ (co. ||*[l)
son de Banach.

Claramente, T es un operador lineal acotado ya que

IT (Dlleo < [IF1]; -

oo
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Ademds, T es inyectivo puesto que T (f) = 0 implica /f\(n) = 0 para toda
ny por el Teorema 1.8 de la Sesién 1 se tiene que f = 0.

Si T fuera sobreyectivo, entonces seria una transformacién lineal biyectiva
y continua entre dos espacios de Banach, y por el Teorema del Mapeo
Abierto, T seria un isomorfismo topoldgico.

De este modo, tendriamos que existe una constante C > 0 tal que

ClIflly < [IT(F)

oo

para cada f € L1 (T).
Si f = Dy el nicleo de Dirichlet, entonces

Cly = C[Dwlly < [IT (D)l =1

leo =
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y esta desigualdad se cumple para cada N € IN, lo cual es imposible pues
LN — 0Q.

Con respecto a la pregunta 3, mencionaremos algunos resultados sencillos

sobre el orden de magnitud de los coeficientes de Fourier de funciones que
cumplen ciertas condiciones de regularidad.

o Si f € L1 (T) es absolutamente continua, entonces

7(n) = <,11> Si [n] — co.

o Si f es k veces diferenciable y f(k) € L1 (T) entonces

I,
< min

~ oSSk ol

para cada n.
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@ Si f es de variacién acotada en T entonces

F(”)) < Var (f)

27T | n|

para cada n.

En la siguiente seccién estudiaremos funciones arménicas en el disco
unitario D y representaciones de éstas para algunas clases especiales.
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Representacién de funciones arménicas en D

@ Recordemos que si () es una regién del plano, una funcién u € C2 (Q)
es armonica, si satisface la ecuacién de Laplace Au = 0 en (), donde

22  9?

@ Si F = u -+ iv es una funcién holomorfa en (), entonces F es una
funcién armodnica con valores en C.

Esto es cierto porque F es infinitamente diferenciable y se satisfacen las
ecuaciones de Cauchy-Riemann en ()

Ju dv Jdu ov

ax oy oy  ox
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o Consecuentemente, tanto Re (F) como Im (F) son funciones
arménicas a valores reales cuando F es holomorfa.

@ También es cierto que si () es una region simplemente conexa del

plano, entonces una funcién u: Q) — IR es arménica si y solo si existe

una funcién holomorfa f en Q) tal que Re () = wv.

En efecto, es suficiente considerar la funcidn

La armonicidad de u implica que g es holomorfa en () y siendo éste
simplemente conexo, g posee una antiderivada f ahi.

De este modo, la familia de funciones holomorfas Re (f) + ¢ 4 i Im (f)
donde ¢ es una constante real, cumple lo requerido. M
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Theorem (3.1)

Sea R > 0 y u una funcion armdnica a valores reales definida en el disco
abierto D (0, R). Entonces, u puede representarse de la siguiente manera

e}
u(reie) =) ayriklei®. (1)
k=—00

Esta serie converge uniformemente en subconjuntos compactos de
D (0, R).

Demostracién. Existe una funcién holomorfa F en D (0, R) tal que
u=Re(F).

Sea

F(z)= E e z¥
k=0

la representacién en serie de Maclaurin de F. Usando que

u(2) = (F(2) +F2))
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tenemos para z = re'?

oo oo
u <re,9> _ E corkel® Z Torke—ik®
k=0 k=0

0 .
— Z akr|k|e’k9,
k=—0c0

N -

donde ax = ¢x/2si k >0, ap =Re(cy) y ax =cx/2si k<O0.

Ademds, la convergencia es uniforme en todo subconjunto compacto de
D (0,R) ya que lo es para F. B

Supongamos que R > 1 en el Teorema 3.1.

Entonces (1) converge uniformemente para r = 1, esto es,
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. ol .
u (e/t) — Z ay e/kt
k=—00

converge uniformemente en t € [—7t, 7t], por lo que aj, es el coeficiente de
Fourier correspondiente a la frecuencia k de la funcién

t— u(eit).

En virtud de esta observacién y de la convergencia uniforme podemos
escribir (1) como

u (rew) _ i <217T /_7;” (e) eiktdt> (Ik| gikd

k=—00
[e0]
= o [ L e
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[ee]
Cuando 0 < r < 1 la serie Z
k=—00
absolutamente y su suma es

rlkle’kt converge uniformemente y

14+r2—2rcost’

Esta dltima expresién tiene un nombre especial y lo estudiamos en la

Sesién 2.
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La funcién P, : [—7, 7] — R tal que

2
Z Pl ikt — L—r
1+r2—2rcost

k=—o00

para 0 < r < 1, se llama Ntcleo de Poisson para el disco unitario D.

En virtud de los célculos hechos previamente tenemos

Theorem (3.2)

Si u es una funcién armoénica real definida en el disco D (0, R), R > 1,
entonces

o) _ 1/7T 1—r° it
u(re ) - nl+4r2—2rcos(6— t)u(e)dt
= / P, (0 —t)u(e") dt,

para0<r<1,60¢€[-mmn.
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Usaremos el Teorema 3.2 para obtener una representacion para cierto tipo
de funciones arménicas en D.

@ Para ello, necesitaremos usar un teorema sobre compacidad, el
Teorema de Banach-Alaoglu.

@ Recordemos que en un espacio normado Y, una condicién necesaria y
suficiente para que la bola unitaria cerrada

{yev:ylly <1}
sea compacta es que dim Y < oo.
@ Si X es un espacio normado de dimensién infinita, entonces X*

también es un espacio normado de dimensién infinita, por tanto, la
bola unitaria cerrada aqui tampoco puede ser compacta.

@ La topologia que nos resuelve este problema en X* es la topologia
débil-*, denotada por o (X*, X).
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@ Por definicion, la topologia débil-x en X* es la topologia mas débil
(con menos abiertos) que hace continuas a las evaluaciones {e.},x.
esto es, a las funciones

e, : X'—K
f — f(x).

@ Esta topologia no es una topologia inducida por alguna norma, pero
se puede demostrar que esta inducida por seminormas.

o Ademais, si T||-|. Fepresenta la topologia de la norma en X*, entonces
*
U(X ,X) - T”Hx*

@ De hecho, se puede mostrar que la topologia débil-x en X* es la
topologia de la convergencia puntual en X*, esto es, la red {f;},,
converge a f en esta topologia, si y sélo si, f; (x) — f (x) en K para
cada x € X.
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(Banach-Alaoglu) Si X es un espacio normado, la bola unitaria cerrada

B* = {f € X*: ||f|ly. <1}

es compacta en la topologia débil-x.

Corollary (3.4)

Si X es separable y K es un subconjunto débil-x compacto de X*,
entonces K es metrizable en la topologia débil-x. Por consiguiente, si

{f,}*_, es acotada respecto a la norma de X*, esto es, ||fo]|x« < M para
alguna M > 0, entonces existe una subsucesion {f, },_, y f € X* tal que

fo, (x) — f(x) si k — o0

para cada x € X.
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Ya tenemos las herramientas para demostrar el siguiente resultado:

Theorem (3.5)
Sea u una funcion armdénica en el disco unitario D tal que
7T

sup lu(re') |p dt < oo
0<r<1J—m

para alguna 1 < p < 0.
Entonces, existe una funcion f € LP (T) tal que

u(re?) = o /” P, (0 —t) F () dt.

T on)n
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Demostracién. Sea {r,}_; C (0,1) tal que r, T 1.
Consideremos las funciones definidas en [—7t, 77]
fo (t) = u (rse™) .

Puesto que para cada n € IN

1 T ) 1/p
y|fn|\,,s<sup ~ | |u(re'r)\9dt> Y

0<r<1 27 J—n

’ *
tenemos una sucesién acotada en el espacio LP (T) ~ <LP (T)> donde
1/p+1/p =1.

Como L¥ (T) es separable, se sigue del Corolario 3.4 que existe una
subsucesion {fy, },_, y f € LP(T) tal que
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o [ etd— o [ rg@a

—T7T —TT

cuando k — oo para cada g € L (T).

Ahora notamos que para cada k € IN, la funcién z +— u (r,, z) es arménica

en el disco D (0, r,,') de radio mayor que 1.

En virtud del Teorema 3.2 podemos escribir para 0 < r <1

u (rnkrem) _ 1 /7T P, (0 —t)u(rae")dt

27 Jon
_ 217T/7;P,(9—t)fnk(t)dt (3)

El lado izquierdo de (3) tiende a u (re’) cuando k — oo, mientras que
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el lado derecho de (3) tiende a
L /" P, (6 f(t)d
— r (00—t t)dt
5n | Pe=0f ()

cuando k — oo debido a que el nicleo de Poisson es una funcién continua,
!
por tanto en LP (T).

Asi concluimos que

u (") :%/” P, (0 —1t)f(t)dt

—TT

para alguna f € LP(T).
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Con la misma prueba, pero ahora usando que

L®(T) =~ (LY(T))"

podemos demostrar el siguiente resultado.

Theorem (3.6)

Sea u una funcién arménica en el disco unitario D tal que

i-
el (re) |l < oo

Entonces, existe una funcion f € L* (T) tal que

u (re) = %/” P, (0 —t) () dt. (4)

—7T
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@ Una pregunta natural es si el Teorema 3.5 es valido para p = 1, esto
es, jexiste una f € L1 (T) tal que se tenga la representacién (2)?

@ La respuesta a esta pregunta es NO. La razén de fondo es que el
espacio L' (T) no es un espacio dual (hecho que no probaremos aquf).

@ Sin embargo, podemos observar lo siguiente:

Si M (T) representa el espacio de medidas de Borel complejas en T, con
la norma

[l = [ul (T),
el cual es un espacio de Banach, la funcién

LY(T) — M(T)
f = du;(t)=f(t)dt
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es un isomorfismo isométrico en su imagen ya que

el = 11F1l

Esto nos proporciona un modo de “incluir” L (T) en M(T).

Ahora notamos que

LY(T) = M(T)~C(T)"

y repitiendo la prueba del Teorema 3.5 con las modificaciones apropiadas,
obtenemos el siguiente resultado.
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Theorem (3.7)

Sea u una funcion armdénica en el disco unitario D tal que

7T
] dt < oo.
P, (e dt < o0

Entonces, existe una medida y € M (T) tal que

u (re) :7/ (6 — 1) dy (t) . (5)

En la Sesién 2, describimos el comportamiento del Nicleo de Poisson.

A continuacién, lo generalizamos en la siguiente definicidn.
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Definition (3.8)

Una identidad aproximada en T es una familia de funciones 27t-periédicas

{@utae en L' (T), donde I es un conjunto dirigido, la cual satisface las
siguientes tres condiciones:

1 7T
o supﬂ/_ﬂ|goa(t)|thK<oo.

ael

1 7T
o / ¢, (t)dt =1 para cada a € /.
2rt) "

© Para cada 6 > 0 se verifica

/ISS“S”\% ()] dt — o.

Claramente, la familia {'D’}re(O,l) es una identidad aproximada en T y
tiene todavia mejores propiedades. Por ejemplo, el hecho de que
P, (t) > 0 para cada t € T y que cumpla 2) de la Definicién 3.8, nos
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permite obtener resultados reciprocos de los Teoremas 3.5, 3.6 y 3.7.

Theorem (3.9)

Seaf € LP(T), 1< p<oo, yseau= P(f) su integral de Poisson, esto
es,

) 1w
u (re’(’) = ﬂ/—n P, (6 —t) f (t)dt,
donde0<r<ly—m<0<rm.
Entonces, u es armdnica en D. Ademds:

Si1 < p < o se tiene que

1 T it\ P H/p
sup (5 [ u(e) ) < el

Si p = o se tiene que
sup [u (2)] < ||| -
zeD
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Demostracién. Por convergencia uniforme tenemos

u(reig) _ /HP,(G—t)f(t)dt

27 )
T 0 .
= o[ L e (1)
21 T k=—00

S .
— Z akr|k‘elk9v
k=—00

donde a, = f (k) para cada k.

Si f toma valores reales entonces ag es real y a_x = 3, por lo que

(o)
u (re’9> =Re | a+2 Z 2,z
k=1
Asi, u es arménica en D.
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Si f toma valores complejos, simplemente separamos en parte real e
imaginaria y obtenemos de nuevo que u es armoénica en D.

Ahora supongamos que 1 < p < oo,

Escribiendo 1 -
AN .
u(re )_m/_ﬁpr(t)f(e t) dt

y usando la desigualdad integral de Minkowski tenemos

IN

lu(re)ll, < 5= [ P IF (=1l dt

27T J-n

L /" P fll, d f
= — r t t =
uniformemente en r € (0,1).

El caso p = o es atin mds sencillo. B
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Theorem (3.10)
Seapy € M(T), yseau= P (u) su integral de Poisson, esto es,

) =5z [ Po—t)du(),

donde0<r<ly—m<60<rmm.
Entonces, u es armédnica en D y

1

sup —/7r lu (re™)| dt < |u| (T).

0<r<1 27t

Demostracion. Si a, = ji (k), esto es,
1 —ikt
d
=y [ M),
igual que en el Teorema 3.9 podemos mostrar que

[ee]
u(re’9> = Z ar!kle?

k=—o0
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y que u es armoénica en D.

Ademds, por el Teorema de Fubini tenemos

;ﬂ/’;u(re'@)(de < %[ / 0 —t)d|ul (t)do
_ 2171/” <21n/ P(G—t)d())d|y|(t)

= o= [ dll),

Los resultados anteriores pueden resumirse en el siguiente teorema.
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Theorem (3.11)

Para 1 < p < oo, una funcién u es arménica en D y satisface la condicion

i T it |P :
Oiliglzn/_n}u(re )’ dt <oosil<p<oo

o bien, u es acotada si p = oo, si y solamente si u es la integral de Poisson
de alguna f € LP(T).
Para p = 1, una funcion u es armdnica en D y satisface la condicion

L it
sup — u(re™)|dt < oo,
Ogrgl 27 /—n ‘ (re") ’
si y solamente si existe una medida de Borel compleja y € M (T) tal que
u es la integral de Poisson de j.
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Comportamiento frontera de integrales de Poisson

@ Estudiaremos valores frontera de estas funciones en diferentes
sentidos: respecto a la norma, débilmente y puntualmente.

Theorem (3.12)

Sea {¢,},c, una identidad aproximada en T. Entonces

a) Sif elP(T)conl<p<ooyfy="Ffxq, estoes,

660 =5 [ -0, (0

entonces fy — f en LP (T).

b) Sif € C(T) entonces fy — f uniformemente en T.
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Demostracién. Usando que para cada a € /

1 T

*/ g, (t)dt =1

27T —7

podemos escribir

£O) - FO) =5 [ 10— 7))

"2

Usando la desigualdad integral de Minkowski tenemos

1 T
Hfa—f!lpégln\\f(-—t)—f(-)Hp!%(t)!df- (6)
Dado € > 0, podemos encontrar g € C (T) tal que
If—gll, <e/3.
Ademids, puesto que g es uniformemente continua en T, podemos hallar
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6>0talqueparacada @ e T
lg(0—1t)—g(0)] <e/3si |t] <0.
De este modo

FC=—=F0l, < [ft-t)-gC-0l,+lel-1)=g0),

+le—=1l,
= [[(F=g) =D, +le-—-t) =g,
+le—"l,

< ¢e/3+¢/3+e/3=¢
siempre que |t| < J.

Ahora escribimos la integral de (6) como sigue:
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A

1=l < 5= [ IFC=0=F Ol g, (0] de

27T

_ 1/|t<5 (=) = F (), Lo, ()] dt

27T

1/<|t< £ =1) = F ), [ (2)] dt

27
1
< e— dt +2||f t)| dt
< oo [ lpalar 20t 5 [ leu(0)
I
< +7”/ t)| dt
e NG
< Ke+e

si o es “suficientemente grande”.

Esto muestra la parte (a).
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Para mostrar (b), notemos que como ahora f € C (T) entonces f es
uniformemente continua ahi.

Asi, dado € > 0 existe § > 0 tal que |s — t| < 0 implica
|f (s) — f (t)] <e. Luego
1
o [ IF =)= £ ©O)llg, (1) de
[t|<é

27T

+i /<|f<n [£(0—1t) = f(0)]lp, (1)] dt

27T

fa (0) = F(6)] <

< eK+ If H""/ lp, (t)] dt
o<|t|<m

< eK+e

si & es “suficientemente grande”. W
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Puesto que el nicleo de Poisson {P,},_,_; es una identidad aproximada,
tenemos el siguiente resultado.

Corollary (3.13)
Sea f una funcion 27t-periédica y u = P (f).
a) SifelP(T ) 1<p<o

entonces217r ‘u (re't) — £ (¢) ‘p dt —0sir—1

b) Sif € C(T) entonces u (re') — f (t) uniformemente en
te T sir—1.

La parte b) de este corolario nos permite resolver el problema de Dirichlet
cldsico.
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PROBLEMA DE DIRICHLET EN D

Dada f € C (dD), encontrar una funcién u definida en D tal que u sea

continua en D, arménica en Dy upp = f.

La funcién u definida en D del modo siguiente:

Prxf(t) sir<l

ure") = { F(t) sir=1,

es arménica en D y la continuidad en D es consecuencia del Corolario
3.13, parte b).
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Theorem (3.14)

Sea {@,},c, una identidad aproximada en T.

a) Sif e l®(T)yfy="fxg¢,, entonces f, — f en la
topologia débil-« de L* (T).

b) Siu € M(T) yfy = ux* ¢, entonces f, — i en la topologia
débil-+ de M (T).

v

Demostracion. En la parte a) debemos mostrar que

1 Tt 1 T
o[ @O~ [ )y do
para cada y € L (T).

Notemos que por el teorema de Fubini podemos escribir

[ nevede=_ [ [1 [ w0, 0-1)do| ()t

27 ) n 21t Jon 270 )
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1
27(

[ wro @@ ™

Usando el hecho de que {¢, (—-)},c, es una identidad aproximada y por
tanto Y x ¢, (—-) — P en L (T), tenemos

— [ wren @ @de— o [Ty f e

27T 27T

o [ Mg, (=) (0 F (5~ (0 F (1) ot
— ||fHoo||lIJ*(sz_¢||1_>0,

de aqui que la expresién (7) converge a

/_Zlﬁ(t)f(t)dt

A

1
27T

como desedbamos mostrar.
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Para mostrar b), debemos probar que

1
E/ £, (0) () do — 7/
para cada p € C(T).

Notando que ¢ * ¢, (—-) — 1 uniformemente en T obtenemos

L[ osoas k[

< 1/ZI(IP*(Pa(—'))(t)—lP(t)IdIMI(t)

2w J_

— 0.1
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lgual que antes, puesto que {P,},_,_; es una identidad aproximada,
tenemos el siguiente resultado.

Corollary (3.15)
Sea f una funcion 27t-periédica.
a) Sifel®(T)yu= P(f) entonces u(re") — f sir — 1,
en la topologia débil-+ de L* (T).
b) Siu € M(T) yu= P (u) entonces u (re") — p sir— 1,
en la topologia débil-+x de M (T).

Para finalizar esta sesion, esbozaremos algunas ideas relativas al
comportamiento frontera puntual de la integral de Poisson.
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Theorem (3.16)
Seany € M(T), u= P () y definase para® € T

FO) = [ dn o).

Sea 01 un punto en T en el cual existe F' (61). Entonces, u(z) converge
a F' (61) cuando z tiende a €% no tangencialmente.

La expresion
“u(z) converge a F' (f1) cuando z tiende a €' no tangencialmente”

significa que para cada ¢ > 0, u(z) — F’ (1) cuando z = re’® — /%
permaneciendo dentro de la region

Ocp, = {re 0 -01 <c(1-n)}.
Este tipo de convergencia se denota asf:
/ . N.T. i0;
u(z) — F (61) siz e
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Demostracion (esbozo muy general).
Se puede suponer SPG que 6; =0y que F’ (0) = 0.
Dado € > 0 existe § > 0 tal que

|t] < 6= |F(t)| <elt|.
Se elige r suficientemente cerca de 1 de modo que
0] <c(l—r)<d/4.

De este modo

u(re®) = o= [T POt dn
o IR0

+217t/|t|<5 P (0~ t)dp(t).
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Ahora,

/§§|t<nP,(6—t)dﬂ(t)‘ < [ sup P,(t)] /Zd|y|(t)

6/2<|t|<m

— Osir—1.

Estimar la integral
1

21

[ Pe—tdu( (10)
[t|]<d
es la parte dificil de la prueba.

El truco es integrar por partes tres veces subdividiendo adecuadamente la
integral (10) en tres integrales y usar las relaciones (8) y (9).

Con ello se logra mostrar que (10) es menor que ¢. W
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Comentarios Finales.

@ El teorema de diferenciacion de Lebesgue establece que para
fell(T)
1 0+h . .
I. . —
hImO 2h Jos (t)dt (9)

para casitoda 8 € T.

d
@ Lo anterior implica que para tales f, la derivada o foe f (t) dt existe
para casi toda 0 € T y es igual a f (0).

@ Asi, para f € LP(T), 1< p < oo, si u= P(f) entonces

u(z) —rf(0)siz N el
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@ Cuando una funcién arménica u satisface la condicién

1 " it\ |P
sup o [ Julre) e < o

para algin p € (1,00), entonces la funcién u puede recuperarse a
partir de su funcién limite frontera puntual f.

En tal caso

u(re) = ;ﬂ/n P, (6 — t)  (t) dt.

—T7T

@ Sin embargo, si la funcién arménica u solo satisface la condicién
1

7T
— it
sp o [ (e e < oo
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entonces, ya no necesariamente podremos recuperar a u a partir de sus
valores frontera puntuales:

Consideremos, por ejemplo, la funcién

1—1r2

N =P (t)= .
u(re) (1) 1+r2—2rcost

Claramente su limite frontera puntual es la funcién 0 c.t.p. Pero u es
positiva, asi que no puede ser la integral de Poisson de la funcién 0.

En realidad, u es la integral de Poisson de la medida de Dirac en 0.
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