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Sesién 2.

La teoria que desarrollamos a continuacién permitird examinar la
convergencia de la serie de Fourier de una funcién en algunos espacios
funcionales.

Definition (2.1)

Un espacio de Banach homogéneo es un subespacio lineal B de L' (T), en
el cual estd definida una norma ||-|| 5 tal que ||-||g > |||/ ;1. la cual
convierte a (B, ||:||g) en un espacio de Banach que verifica las siguientes
propiedades:

1. Sife Byt e Tentonces fr € By ||ft|lg = |If]l5
(Invariancia por traslaciones)

2. Para cada f € B se tiene lim |[[f; — froHB = 0.
T—To

(Continuidad de la traslacién)
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EJEMPLOS.

a) (C(T),||‘|l) es un espacio de Banach homogéneo.

Claramente C (T) C LY(T), ||Ifll: < ||l ¥
[felleo = 1]l co-

Ademds, la continuidad uniforme de f en T implica que
dado € > 0 existe > 0 tal que

HfT—fTo
b) (C"(T). |

Aqui, C" (T) representa el subespacio lineal de C (T) cuyos
elementos son las funciones con derivadas de orden n

< & siempre que |T — Tg| < 4.

oo

cn) €s un espacio de Banach homogeéneo.

continuasen T y

- )
Ifllco Ogagnrpeaﬂf (t)‘-

45
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La completitud de este espacio se obtiene a partir de la convergencia
uniforme de f y todas sus derivadas en T.

Ademds, C"(T) C L' (T), [fllx < [Ifllo < Ifllcny
[fellcn = N1l cn-

La continuidad de la traslacion se obtiene también de dicha
convergencia uniforme.

c) (LP(T),||-ll;»), 1 < p < o0 es un espacio de Banach
homogéneo.

Notamos que L? (T) C L' (T), [If]lx < ]l y
1fellio = 11
La continuidad de la traslacién se obtiene usando que C (T)

es denso en LP (T) y procediendo como en la prueba de la
observacién 2, pag. 26, Sesién 1.
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Enseguida, generalizamos el Corolario 1.5 de la Sesién 1 a espacios de
Banach homogéneos.

Sean B un espacio de Banach homogéneo en T, f € By {kn}5_; un
nticleo de sumabilidad. Entonces

||kn*f —f|lg — 0 sin— oo.

Demostracion. La funcién A : T — B tal que As (T) = f; es continua,
asi la integral

1 7T
o / kn (7) fudT

—TT

tiene sentido como integral con valores en B. Dado que B C L' (T) y la
inclusién es continua, su valor en B coincide con su valor en L1 (T).

Se sigue del Lema 1.6 de la Sesién 1 que
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kn* f ! nk frd
n % _%-/—n n(T)TTy

y del Teorema 1.4 de la Sesién 1 concluimos

|kn*f —f|lg—0sin—oco. W

Observaciones. Si {ky}'._; es un niicleo de sumabilidad, en particular:
@ SifelP(T),1<p< oo, entonces kyxf — fenlP(T).

@ Sif € C(T) entonces k, * f — f uniformemente en T.

e Sif € C"(T) entonces k, x f — f uniformemente en T, al igual que
todas sus derivadas.
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Corollary (2.3)

Si B es un espacio de Banach homogéneo, entonces los polinomios
trigonométricos son densos en B.

Demostracion. Si {K,}, es el nicleo de Fejér, entonces para cada f € B
tenemos 0, (f) = K, f — f en la norma de B, y 0, (f) es un polinomio
trigonométrico. M

Corollary (2.4)

Las medias aritméticas de la serie de Fourier de f € C (T) convergen
uniformemente en T a f.

Demostracion. Basta recordar que

1
n+1

oo (F) = Z Sk (f).

y que C (T) es un espacio de Banach homogéneo. B
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Nducleo de Poisson

Este nicleo es muy importante porque relaciona las series trigonométricas
con las funciones analiticas.

Para r € [0,1) definase para t € T

P (t)=1+2) r cosjt.
j=1

@ La serie que define a P, es uniformemente convergente en T.

@ También
o0
P, (t) = Z rlilelit
j=—0o
ya que
rilelit — pn (ei"t — e_i”t) = 2r" cos nt.
jl=n
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1 .
0 SiF(z) = I +Z, con |z| < 1, escribiendo z =re't, 0 < r < 1,
-z

t € [—r, 7] obtenemos
ReF (z) = P, (t).

Por tanto, P (z) = P, (t) es arménica en el disco unitario D.

@ Ademis,
1—r2
1—2rcost+r2’

P, (t) =

@ Adicionalmente, P, es continua y positiva ya que para0 < r <1ly

t € [—m, mj
(1—r)? <1—2rcost+r>< (14r)?,
por lo que
BN
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r =1/2 (rojo), r =7/8 (azul)

Martha Guzmdn Partida (UNISON) Representaciones y descomposiciones Octubre de 2018



o La familia {P,},c[ 1) es un niicleo de sumabilidad.

a) Debido a la convergencia uniforme de P, en cada circulo

! /n P (t)de— Y, ik /n eltdt = 1
— = [ =1.
27 r 27 J_n

7 j=—oo

b) Como P, (t) > 0 para cada t € T se tiene de a)

1

T
Eﬁn |P, (t)| dt =1, para toda r.
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c) Paracadad > 0setieneparad < |t| <7

1—r? 1—1r?
< <
~14+r2—2rcosé — 1—cos2é

Pr (1)

—0sir—1,

lo cual significa que {P,} converge uniformemente en § < [t| < 7T

y asi

Iim/ P, (t)dt = 0.
r—1 (5§|t‘§7‘[ r()
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Convergencia en norma

Definition

Sea B un espacio de Banach homogéneo. Diremos que B admite
convergencia en norma si para cada f € B se tiene

lim 1Sy (F) = f[|5 =0.

Enseguida consideramos la familia (S,,)Zozl de operadores lineales
S, : B— B
f — S,(f),

la n-ésima suma parcial de la serie de Fourier de f.

@ Por Corolario 2.3 sabemos que oy (f) € B paracada N=0,1,2... y
ademds )
f So(f)+ ...+ Sy (f
on (F) = g [So (F) + 4 Sw (F)],
de aqui que efectivamente S, (f) € B para cada f € By cada n.
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@ Para cada f € B se tiene

N o~
Z f(n)e"

n=—N

< sup [F(n)] > [,

[n|<N n=—N

ISw (D)llg =

IN

n=—N

ya que B es un espacio de Banach homogéneo.

Asi paracada N=0,1,2, ...

N .
ISwlloey < 3 [l€™ g < oo

n=—N
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Un espacio de Banach homogéneo B admite convergencia en norma si y
solo si existe una constante M > 0 tal que |[Sn||,(5) < M para toda
n=0,1,2, ...

Demostracion. Si B admite convergencia en norma, entonces S, (f) — f
en B cuando n — oo, para cada f € B.

De este modo, la familia de operadores {S,}"_, C L (B) es puntualmente
acotada y como B es de Banach, se sigue del Principio de Acotamiento
Uniforme que existe M > 0 tal que ||Sn||L(B) < M para toda n.

Reciprocamente, sea M como en la hipétesis. Sean f € By ¢ > 0.

Como los polinomios trigonométricos son densos en B, elfjase P un
polinomio trigonométrico tal que

|f —Pllg <e/2.
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Por tanto, si elegimos n > gr (P) tendremos que S, (P) = Py

150 (F) = fllg = 150 (F) =S (P) + P —=fllg

IN

150 (F = P)llg + [ = Pl
< [ISalleisy If = Pllg +1I1f = Pllg

< Me/2+¢/2. 1
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OBSERVACION (2.6). Hemos visto previamente que S, (f) = D, * f,
donde D, es el niicleo de Dirichlet

% i sin(n+1/2)t
Do(t)= D e ==

j=—n
Por consiguiente, por el Lema 1.6
1S, (F)lls = [1Da f||B
= H (1) frdt

B
< zﬂ/y n (O] 175 = 10l 115

y asi, paracadan=1,2,...

1Sall gy < 1Dl - (1)
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Definition

Los ndmeros L, := ||Dy||;1, n = 1,2, ... se llaman constantes de Lebesgue
o nimeros de Lebesgue.

A continuacién, damos una estimacién de estos nimeros.

Para cada n € N

4
L,,z;logn—i—O(l).

Demostracion. Tenemos que

1 7 sin(n+1/2) ¢
L 27T /_n |sin (t/2)] d
l/" sin (n+1/2) t|
7 Jo |sin (t/2)]

dt
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2 (7. 1 1
_ ;/O Isin (n+1/2) ¢ [2sin(t/2)—t} dt
2 [T |sin(n+1/2)
=

7T t

2 [T |si 1/2)t
a2 [ o 12,
7T Jo t

f dt

1
Llamando ¢ (t) : - podemos mostrar que ¢ es acotada en

1
~ 2sin(t/2)
[0, 7T], por lo que

2
An S ||(P||L°°[O,7T] En— =2 H(PHL‘”[O,T(]

para cada n € IN, esto es, A, = O (1).
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Ahora, podemos escribir

2 ”]sin(n+1/2)t|dt 2
) -2

t T
L |sin(n+1/2) t|
dt
DI

N n |sin(n—};1/2) t|dt}.

n+1/2 T

/n+71[/2 sin (n—l;l/2)tdt

0

Notemos que

/det:/”mduzm<m
0 0

ya que el integrando es acotado.
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Andlogamente podemos mostrar que

T sin(n+1/2) t|
t

dt

n
n+1/2 T

es acotada.

Por consiguiente

L=001)+ 2’ 1/n+1/2 |S|n(n—|;1/2) ’dt

Observemos que

/WE sin(n+1/2)¢]  _n+1/2
s t - Jji

/, \sm(n+1/2) t| dt

n+1/2
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n+1/2/1+1) sin u] du 2
E— SINu| ———— = —.
jm i n+1/2 jm

De este modo

2i/n+1/2 |sin (n+1/2) |dt
= t

n+1/2

IN

IN

+ -

n=1 dt nodt
oy [

n—2 t n—1 t
4

De (2) y (3) concluimos lo requerido. M
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OBSERVACION 2.8. En el caso en el que B = L' (T), la desigualdad
(1) se convierte en igualdad, esto es |[Spl|, ;1) = [|Dall 12

En efecto, si Ky es el nicleo de Fejér entonces
150 (Kn) I < (ISl [[Knl 2
= ||Sn||L(L1)- (4)

Pero
150 (Kn) 2 = [|Dn x Kivl[ 2 = ||Kn * Dol 2 (5)

y puesto que Ky * D, — D, si N — co en L (T), obtenemos de (4) y (5)

1Dall 2 < [ISall 11y -

Por tanto
1Snll Ly = [|1Dnll 2. W
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Corollary (2.9)

El espacio L (T) no admite convergencia en norma, esto es, la serie de
Fourier de f € L' (T) no converge en general a f en la norma ||-|| 1.

Demostracion. Por el Lema 2.7, ||D,||;1 — oo si n — oo y aplicando la
Observacién 2.8 concluimos lo deseado. M

A continuacién analizamos el caso del espacio de Banach homogéneo

B =C(T).

La convergencia en norma en este espacio es simplemente la convergencia
uniforme en T.
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Corollary (2.10)

El espacio C (T) no admite convergencia en norma, esto es, la serie de
Fourier de f € C (T) no converge en general a f uniformemente en T.

Demostracién. Probaremos que ||Sp|[, (7)) = Ln para cada n € N.

Consideremos el nicleo de Dirichlet

sin(n+1/2)t

Dn (1) = sin (t/2)

La funcién D,, tiene un nimero finito de ceros t; en el intervalo [—7‘(, 7r],
digamos que tiene r = r (n) ceros ahi.

Asi, la funcién

1 D,(t)>0
sgn D, (t) = 0 D,(t)=0,
-1 D,(t)<O0
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tiene r saltos en dicho intervalo, a saber, en los puntos t.

Como sgn D, (t) no es continua en T, la modificaremos ligeramente para
“hacerla” continua.

Por ejemplo, moviéndonos “un poquito” alredor de cada tx e interpolando
linealmente, como se muestra en la figura.

Llamaremos ¢, a la funcién continua que resulta de este procedimiento.
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El punto de interseccién es un t;
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Nuestra funcién ¢ queda definida del modo siguiente:

sgn D, (t) sit & U Iy
i=1
p0=2 s
lineal site U Iy
j=1
donde
= (= ot
YoA\Y 2r2n+1)"7  2r(2n+1)

para j=1,...,r y ¢ > 0 es elegido arbitrariamente.

De este modo, para cada n tenemos i, € C(T), |||, =1y
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Por consiguiente
1Sallecccry = I15a (¥p)llee = 150 () (0)]

= 10,54, 01 = |3 [ 0a (019, (1)

1
> — D, (t D, (t) dt
> 5n o D (s Dy e
1
— | =— D, (t t) dt
5 [, 00, (0 |
> 1/ D (t)\dt—l/ D, (£)] dt
- 2r (=7, ] \Ulyj " 21 Ulnj "
1
- Ln——/ D, (t)| dt,
S RLAC
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Esto es,

1
S, >L,,——/ D, (t)| dt. 6
1Salliiciry) = - u:n,-| (1)l (6)
Puesto que
|Dy (t)] <2n+1
vemos que
1 2n+1 < 2n+1 em
— D, (t)]|dt < () < ——= =
<, 1Pn ()l de < L) < =5

y de (6) obtenemos
1Sallc(ry) = Ln—¢

para cada € > 0, esto es,

1Sall ey = Ln 2 ISalliicry) - ®
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Convergencia puntual

@ En la seccién anterior vimos que la serie de Fourier de una funcién
continua no necesariamente converge uniformemente.

@ En esta parte veremos que la convergencia puntual también puede
fallar.

Theorem (2.11)

Existe una funcion continua cuya serie de Fourier diverge en un punto.

Demostraciéon. Consideremos la sucesién de funcionales lineales

T, : C(T)—C
f — S,(f)(0),

para n € IN.
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Cada T, es continuo pues

[ To (O] =[S0 (F) (O)] < [[Sn (£l
1Sall ey 1l

IN

por lo que
ITall < 1ISall iy < La

e igual que antes, podemos hallar ¢ € C( ) 19, ll, =1 tal que
[ To (P,)| = Lo —¢

para cada € > 0, por lo que
ITall = Ly — oo

cuando n — oo,
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Por el Principio de Acotamiento Uniforme, la sucesién (T,)%._; no puede
ser puntualmente acotada en C (T).

Luego, podemos hallar una funcién continua f tal que la sucesién de
escalares (T, (f))%_; no es acotada.

Esto significa que la sucesién de sumas parciales (S, (f) (0))5._; de la serie
de Fourier de f en 0, no puede ser convergente. ll

Octubre de 2018 33 /45
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COMENTARIOS.

@ Se dice que un conjunto E C T es un conjunto de divergencia para
C(T) si existe f € C(T) cuya serie de Fourier diverge en todo punto
de E.

@ Puede demostrarse que todo conjunto de medida cero en T es un
conjunto de divergencia para C (T).

@ De hecho, puede probarse que: o bien, T es un conjunto de
divergencia para C (T), o bien, los conjuntos de divergencia para
C (T) son los conjuntos de medida cero de T.

o El resultado previo es vélido también en el espacio LP (T),
1 < p < 0. De este modo, tenemos:
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En LP(T), 1 < p < o0, o bien, existe una funcién f € LP (T) cuya
serie de Fourier diverge en todas partes, o bien, la serie de Fourier de cada

f € LP(T) converge c.t.p.

e Kolmogorov demostré que existe una funcién en L1 (T) cuya serie de
Fourier diverge en cada punto de T.

o Carleson (p = 2) y Hunt (1 < p < o0) mostraron, respectivamente,
que la serie de Fourier de cada funcién en LP (T) converge c.t.p.

Existen algunos criterios de convergencia puntual para series de Fourier,
pero aqui sélo abordaremos el siguiente, que involucra a la familia de
funciones de variacion acotada en un intervalo.

Octubre de 2018
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Theorem (2.12)

(Criterio de Jordan) Si f es una funcion 2m-periddica y de variacion
acotada en una vecindad del punto x, entonces

[E

lim Syf () = £ [F (<) + £ (7).

En particular, si f es continua en x, la serie de Fourier de f en x converge

af(x).

Demostracion. Como toda funcién de variacién acotada es la diferencia
de dos funciones crecientes, podemos suponer SPG que f es creciente en
una vecindad de x.

Usando el hecho de que Dy (t) = Dy (—t) podemos escribir
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Suf(x) = DN*f(x):;T/Zf(x—t)DN(t)dt
1

h/on[f(x—t)+f(x+t)]DN(t)dt.

Tampoco hay pérdida de generalidad si suponemos que x = 0, pues si
demostramos que para funciones g crecientes en una vecindad de 0 se

cumplen:

Jm o= [Tewoua = 5g(07) (7)
Jm o= [Te(-oou(d = 3g(07) ®)
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habremos demostrado nuestro teorema en el caso en el que x = 0y el caso
general lo podemos obtener considerando la funcién creciente en una
vecindad de 0

f(t)=F(x+1t).

Probaremos solamente (7) ya que (8) es analogo.
Para mostrar (7), podemos suponer también SPG que g (07) = 0.

Una vez demostrado (7) para funciones asi, en el caso general para g
podemos considerar la funcion G (t) = g (t) — g (07) la cual es creciente
en una vecindad de 0 y satisface G (07) = 0, por lo que
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esto es,

N—oo 27T
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Simplificando adn mds, supondremos que g es creciente a la derecha de 0
y que g (0°) = 0.

Por consiguiente, dado € > 0 podemos elegir § > 0 tal que

0 <t < implica g (t) <e.

Podemos entonces escribir

;ﬂ/ong(t)o,v(t)dt _ ;T/Oég(t)DN(t)dt
o [T () Dule)dt
= h+b.

Analizaremos primero b.
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1T sin(N+1/2)t
b= ) EO
1 T .
_ %an(t) sin (N +1/2) tdt 9)
donde ;
_ &\t 1
G(t) = on (t/2)X{5<t<T(} (£) e L°(T).

Ahora, hacemos el cambio de variable s = %t y podemos escribir el lado
derecho de (9) asi:

1 /2
/ 2G (2s)sin (2N + 1) sds

27 —7/2
1 7T
= 5= /_n F (s)sin (2N + 1) sds,

F(s) =26 (25) X{s|<ns2} (5) € L' (T),
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por lo que

;ﬂ/iF(s)sin(zNH)sds:—Im(?(2N+1)) 0

si N — oo por el Lema de Riemann-Lebesgue.

: . 5
Para analizar la mtegre.ll h= % Jo & (t) Dy (t) dt usaremos el segundo
teorema del valor medio para integrales de Riemann, a saber:

“Si ¢ es una funcion continua en [a, b| y h es una funcién mondtona en
[a, b], entonces existe ¢, a < ¢ < b, tal que

[ rgos=ne) [gactn) [Tpta
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Asi, podemos encontrar v, 0 < v < tal que

[a®ouwar=g() [ ouie)d

Ademas

/v(s Dy (t) dt‘

Martha Guzman Partida (UNISON)
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/‘Ssin(N+l/2)td
v sin (t/2)
2/ sin N+1/2)

dt
2sin (t/2) ‘

i 1 1
/‘5sin (N+1/2)t
t

+’2 dt‘
v
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0 1 Ssin(N+1/2)t
< 2 — — —|dt+ |2 | —————dt
- /V 2sin (t/2) t‘ +’/V t
= hi+ ho.

Observemos, que la integral /11 estd acotada, digamos por M; (esto se
prueba igual que cuando examinamos los nimeros de Lebesgue Ly ).

Con respecto a > tenemos que

(N+1/2)é sjn ¢
hy = ‘/ d’
N+1/2)v
sint
< 25up/ —dt| = My < o0,
t>olJo &

ya que

% sin x 7T
dx = —.
/0 X x 2
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Por lo tanto

h = |o [ 80 Du ()t

27T

1
< 578 (67) {h1+ ha2}

1

< L _
S 58 (5 ) {M; + My}
< <M1+M2>s. -

27T
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