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@ Problema que nos interesa:
Representar una funcién 27t-peridédica f como:

f(x)= i am cos (mx) + by, sin (mx)

m=0

o equivalentemente,
f(x)= Z cpe™ (1)
e La convergencia en la expresion (1) serd puntual o en norma.

La representacién (1) es un problema originado en 1822 (J. Fourier) y
resuelto c.t.p. en 1965 (L. Carleson).
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@ Un poco de notacion:

T={zeC:|z] =1}

Identificamos funciones complejas F definidas en T y funciones
complejas f definidas en R y 27r-periddicas:

F (eit) — f(t).

<LP (T), ||Hp) 1 < p < o, es la clase de las funciones complejas,

Lebesgue medibles, 27t-periddicas tales que

1 /7
Hpr = [27(/_7r|f(t)‘pdt] < 00, p< 00
Ifll. = sup es |[f(t)] < oo.
te[—m,m|

Martha Guzman Partida (UNISON) Representaciones y descomposiciones Octubre de 2018 3 /47



C(T)={f:T — C| f continua}, con la norma |||,

Un polinomio trigonométrico es una funcién de la forma

N
P(t)= ) cpe™.

n=—N
u, (t) := e, neZ.
Producto interior en L2 (T):

(rg) =5 [ Foe(oa

o
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o Notemos que

1 T
- i(n—m)t _
(Up, Um) oo /7ne dt = bpm.

o {u,:n € Z} es un conjunto ortonormal en L% (T).

e Probaremos que: {u, : n € Z} es un conjunto ortonormal completo
(o base ortonormal) en L% (T).

@ Y aplicando teoria elemental de espacios de Hilbert tendremos:

Cada f € L2 (T) se expresa

en la norma ||-||,.

Martha Guzman Partida (UNISON) Representaciones y descomposiciones Octubre de 2018



Para demostrar (2), bastard probar:

El conjunto de todos los polinomios trigonométricos es denso en

(L2(T) 0-112)-

Demostracién. Como C (T) es denso en (L2(T), |-||,), basta probar
que dados f € C(T) y € > 0, existe un polinomio trigonométrico P tal
que

If = Pll, <e (3)

Dado que
[-ll2 < [|loe en C(T),

la desigualdad (3) se cumplird si podemos asegurar que

If — Pl <e.

Martha Guzman Partida (UNISON) Representaciones y descomposiciones Octubre de 2018



Por lo anterior, solo tenemos que mostrar el siguiente

Dados f € C(T) y e > 0, existe un polinomio trigonométrico P tal que

If — Pl < e

Demostracién. Si podemos construir una sucesién {Qx};._, de
polinomios trigonométricos que satisfaga:
a. Q(t) >0VteRR, Vk e N.
b. o= [ Q(t)dt =1, Vk € N.
c. Q¢ — 0 si k — oo, uniformemente en [—71, 8] U [d, 7]
Vo >0,

nuestro problema quedara resuelto como se muestra a continuacion.
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En efecto,

Dada f € C (T) construimos para k € N

Pe(t) = /nf(t—s)Qk(s)ds. (4)

=00 )

Escribimos

Ny ‘
Qu(t) =), apie™

n:—Nk

y lo substituimos en (4):

N 1 T ) )
Py (t) = Z an k <27{/ f(s) e’”sds> et

n=—Ny i

un polinomio trigonométrico.
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Como f es uniformemente continua, dado € > 0 existe § > 0 tal que
|t—s| < o= |f(t)—1(s)| <e/2.
Usando a), b) y (4) obtenemos

PO =0 < 5o [ 1F(E=9) = F ()] Qu(s) ds

21 Jon

< gn (-9~ F (] Qu(s)ds
217T/5<|5<n\f(t—s)—f(t)|Qk (s) ds

L+ b.
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Por continuidad uniforme, para cualquier k

h < si Qk (s)ds < e/2.
270 Js|<s
Usando c) tenemos:
1
bos 2y [ Qls)ds
< 2|l (9),

donde
1(0) = sup Qcls).

6<|s|<m

Eligiendo k suficientemente grande tendremos finalmente
h <e/2,

esto es,
1Pk — |l <€
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Construccion de { Qx } ;-

Existen diferentes construcciones. Seguimos la planteada en [5].

Sea

k
Qu () = o (55

para k =1,2, ..., donde la constante ¢, la elegimos como

o i/” 1+ cost kdt
Tlom /U2

-1
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Gréfica de (14 cost) /2
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Grafica de ((1+cost) /2)"°

X+
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Claramente, cada Qy es un polinomio trigonométrico.

También, es claro que {Qk}f:’:1 cumple con las condiciones a) y b).
Falta checar la condicién c).

Como Qx es par, por b) tenemos

T ”<1+cost)kdt
T Jo 2

k
T /1 t
> G <+C°S> sin tdt
T Jo 2

2Ck
m(k+1)

asi
c < 7t(k+1)/2.
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Por tanto, para cualquier 6 < |t| < 7

Qx (t)

A
o
==

S

IA

S vl
=
_|_
=
VR
N

!

sik—o00. R

Nota. Otra posible eleccién de polinomios trigonométricos es a través del
ntcleo de Fejér que estudiaremos mas adelante.

Martha Guzman Partida (UNISON) Representaciones y descomposiciones Octubre de 2018



e Dada f € L} (T) D L?(T) podemos definir sus coeficientes de
Fourier asi:

- 1 /7 .
f(n) = ﬂ/ f(t)e "dt, neZ.

—7T

Esto induce una asociacién
Y(T) — C%
f — {f(n)}nez.

De modo formal, podemos definir la serie de Fourier de f
o R )
Z f(n)em
n=-—oo
cuyas sumas parciales son los polinomios trigonométricos

N
Swf(t)= Y f(n)e™ NeZ
n=—N
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e Dado que L? (T) es un espacio de Hilbert separable,
entonces L2 (T) =~ [ (Z) via el isomorfismo isométrico
f— {/f(n)}

neZ '

y por consiguiente podemos concluir:

Ni f(n) e = f(t) enlanorma |||, (5)
£ 705w - L[ rwswn
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Algunos comentarios.

¢ Hay criterios de convergencia puntual para representar a f como
antes (Dini, Jordan, etc.).

¢ Las funciones continuas no caen dentro de los criterios anteriores.

¢ De hecho, existe una funcién continua cuya serie de Fourier diverge
en un punto (Du Bois-Reymond, 1873).

¢ Mas adn, dado cualquier conjunto E de medida cero existe una
funcién continua cuya serie de Fourier diverge en E (Kahane y Katznelson,
1966).

¢ El surgimiento de la teoria de la medida y los espacios L a

principios del siglo XX replanteé el problema de la convergencia de las
series de Fourier:
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1) Sif e lP(T), 1< p < oo, iSerd cierto que
Nlim |Snf —fl, =07

2) SifelP(T), 1<p< oo, ;Sera cierto que
Nlim Snf (x) = f (x) para casi toda x?
Acabamos de mostrar que 1) es cierto para p = 2.
Cuando 1 < p < oo, también 1) puede responderse afirmativamente.
Cuando p =1, la respuesta para 1) es NO.

Con respecto a 2), el problema es més dificil.
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Kolmogorov (1926) construyé una funcién integrable cuya serie de
Fourier diverge en todo punto. Asi, la respuesta para 2) es NO cuando

p=1

Para 1 < p < oo la respuesta a b) es afirmativa. Esto fue demostrado
por L. Carleson en 1965 para p = 2 y por R. Hunt para cualquier p > 1 en
1967.

Hasta la prueba de Carleson, se desconocia la respuesta a 2) cuando f
era continua.
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Nucleos de Sumabilidad

Empezamos con propiedades elementales de los coeficientes de Fourier.

N . ~
e SiP(t)= Y ape™ entonces a,=P(n),n=—N,.., N,
n=—N
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o Sifi(t):=f(t—1), T€ T, entonces f; (n) = f (n) e,
fell(T), neZ.

o Sif e L' (T) entonces Vn € Z

7 (n)

< [Iflly .

lo cual implica que la transformacién lineal ~ envia funciones f € L' (T)

en sucesiones acotadas (f (n)) de manera continua.
neZ

° Si (f)iZy CLN(T). f el (T)yfi—fenL!(T), entonces
f

j
-(n) — f (n) si j — oo uniformemente en n € Z.
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Theorem (1.3)

Sean f, g € L' (T). Entonces, para casi toda t € T, la funcién
T+—— f(t—7)g(7) es integrable en T. Ademds, si

h(t)zzln/zf(t—T)g(T)dTr
tenemos que

Q@ hell(T).

® [l < Il gl

@ h(n)=f(n)g(n)VneZ.

Demostraciéon. Usando el teorema de Tonelli obtenemos 1) y 2).
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Usando el teorema de Fubini vemos que

B(n) = 1/n [1/” F(t—1)g (1) dr| et

27T 27

= 471/ / (t—71) e ™t=Dg (1) e M dtdT
f(mg(n).m

Asi podemos introducir

Definition

La convolucién f x g de f, g € L} (T) se define asi

1 7T

oy _nf(t—r)g(r) dT.

fxg(t)=

El Teorema 1.3 establece entonces que

Frg(n)=7(n)g(n).
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Propiedades de la Convolucion.

o fxg=gxf.

o (fxg)xh="~x(gxh).

o fx(g+h)=Ffxg+fxh.

N

0 Sifel'(T)ye(t)= Y ane™ entonces
n=—N
N o~ .
p*f(t)= Z anf (n) e
n=—N

Martha Guzman Partida (UNISON) Representaciones y descomposiciones Octubre de 2018




Un par de observaciones:

Si f € L} (T), podemos definir para cada T € T la funcién
fr(t)="~f(t—1).
Entonces:
Q@ frell(T)paracadat e Ty ||fe|ln = |fll

@ La funcién Af: T — L1 (T) tal que

es continua en T.
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En efecto, veamos por ejemplo 2).

Si ¢ € C(T), la continuidad uniforme de ¢ en T garantiza que dado
€ > 0, exista 6 > 0 tal que

siempre que |T — To| < 6.

1 7T
p = le(t=T)—g(t—T0)|dt <e/3

—T7T

q)T - q)T()

Ahora, si f € L1 (T), existe ¢ € C(T) tal que ||f — ¢|| ;1 < &/3, luego

1= falls < M=ol + [ or = 0q]| , + |00 — .
= I(F = @)l + || 0c = o, + || (0 = |,
2¢
< g—i—’gof_gof() L1<€

siempre que |T — To| < 6.
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Definition (NS)

Un ndcleo de sumabilidad (o identidad aproximada) es una sucesién
{kn}:>_; de funciones en C (T) tal que:

a) 5= [ ko (t)dt=1,Vn€N.
b) & [ |k (t)|dt < C, VneN.
c) Paracadad >0

Iim/ Iy (£)] dt = 0.
n—oo Js<|t|<r

En ocasiones, se considerardn familias de funciones en C (T)
indicadas por un conjunto no numerable.

Martha Guzman Partida (UNISON) Representaciones y descomposiciones Octubre de 2018 28 / 47



Necesitaremos hacer uso de integracién de Riemann para funciones
continuas con valores en un espacio de Banach.

Un breve repaso:

Sea F : [a, b] — B una funcién continua, donde B es un espacio de
Banach.

Definition
La integral de Riemann de F se define como
N

[T FGdi= im Y (g1 =) F ).

IPll—0 ;=

donde

P:{a:x0<x1<...<xN+1:b}.
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No es dificil demostrar la existencia de este limite (se usa la completitud
de By la continuidad uniforme de F en [a, b]) Adema3s, se tienen las
siguientes propiedades:

@ [ («F (x)+BG (x))dx =a [} F (x) dx +B [, G (x) dx.
o fabF(x)dx:faCF(x)dx+beF(x)dx,a<c<b.

° |

JF G ax| < 2 IF ()]1g ax

@ Si A € B* entonces
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Theorem (1.4)

Sea ¢ : T — B una funcién continua, B un espacio de Banach y {kn}_,
un niicleo de sumabilidad. Entonces

7T

lim = [ ke, (7) 9(%) o = @ (0).

n—o 27T J_

Demostracién. Si 0 < 7 < 71 tenemos

Hl | k(@@ dr—p)
B

- H )¢ (1) — ¢ (0)] d

B
< /|S| (0] l¢ (t) = 9 (0)]| g dT
% [ @9 (0) = 9Ol o7
= h+b.
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Usando la continuidad de ¢ en 0, dado € > 0 existe § > 0 tal que /1 < Ce
si |t] <.

De igual manera, tenemos que l, < € si n es suficientemente grande,
porque ¢ es acotada y por propiedad c) de {k,}. W

Corollary (1.5)

Sif e LY(T) y{kn}:, es un nicleo de sumabilidad entonces

1 7T
f=lim — kn (T) frdT. (7)

n—oo 27T —7T

Demostracion. Observemos que el limite se toma respecto a la norma de
LY(T).

Escribiendo ¢ (T) = f;, vemos que ¢ : T — L' (T) es continua ya que

Y = Af.

Ademds ¢ (0) = f, asi por el Teorema (1.4) concluimos lo deseado. W
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Enseguida, identificamos el lado derecho de (7).

Sike C(T)yf el (T) entonces

1 T
%/_ﬂk(r)deT:k*f.

Demostracion. Supongamos primero que f € C (T). Entonces
N

[k hdr= o tm Y (G- ) k()

21t J - n 21 1P]—0 =5
donde el limite se toma respecto a ||-||,;1 vy

P:{T0:a<’(1<...<TN+1:b}.
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Usando que f y k son uniformemente continuas en T, podemos ver que
N

Y (T =T k() F (= 7)) = k= f ()

— lim
21t ||PH—’OJ':0
es un limite uniforme en T, luego

1 N
EZ(TJ—FI T)k(TJ)fT — kxf
j=0

en L1 (T). Como también

1 U 1
o ; Tip1 — 7)) k (1)) fr; — ﬂ/ k (T) frdT

—7T

en L1 (T), tenemos

1 T
g/_nk(r)frd‘f:k*fctp.
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Si ahora f € L (T) es arbitraria y ¢ > 0, elijase g € C (T) tal que
1f —gllx <e

Por el caso previo tendremos

H T)frdt —k*f

Ll

- H T)(F—g),dT—k* (g — f)

Ll
< 2n/_ k(O N(F = &) lls dT+ Kl [IF = gl < 2 [kl e

Debido a los resultados (1.5) y (1.6) podemos decir:
“Si {kn}>"_, es un nicleo de sumabilidad y f € L (T) entonces

f=Ilim k,x*f

n—oo

en la norma de L1 (T)".
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Nucleo de Fejér

Este nicleo se define asi

K, (t) = f:<1—nﬂl)eﬁ

j=—n

La familia {K,} ., es un niicleo de sumabilidad:

a) o= [ Ky (t)dt = 5 (1— n'ﬂ1> [i [ e"ffdt} =1.

j==n -

Para mostrar las propiedades restantes, probaremos el siguiente lema.

. (n+1)t 2
1 sin ~———
Kn(t):n—i-l sini ] t70
2
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n = 3 (rojo), n =5 (azul)
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Demostracion. (Esbozo muy general)

Se usa la identidad trigonométrica
ot 1 1 1, _;
sin <2)—2(1—cost)—2 I—E(e’t—l—e )

y operando adecuadamente obtenemos que

o <;>j_i—n<l_n’ﬂl>eiﬁ - (nJlrl)
1 sin2<(n+1)t>..

n+1 2

(I—cos(n+1)t)

N

De a) y del Lema 1.7, tenemos claramente
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b) 5= [7 |Kn(t)|dt < C,¥neN.

Ahora, si 0 < § < 7, entonces

2
1 :
/ K, (t) dt = / smif dt.
s<|t|<m n+1Js<|t|<n sin 5

Notemos que si 6 < |t| < 7T

2
sin ("J;l)t 1
. < ’
sin £ ~ sin?(6/2)

por lo que
c)

og/ Ko(dt< 0 2 0sin—c
s<t|<m sin (6/2)n+1
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e Para f € L' (T) escribiremos

on(f) = Ky xf.

@ Con esta notacién y por Corolario 1.5 y Lema 1.6 tenemos

o, (f) — fen L1(T).

e Ademds o, (f) (t) es el polinomio trigonométrico (ver (6))

oo ()= ¥ (1= 2 )Gy e

j==n

@ Lo anterior implica que los polinomios trigonométricos son densos en
L' (T) (algo que ya habfamos mostrado, pero con otro método).
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Theorem (1.8)

Los coeficientes de Fourier determinan a una funcion. De manera precisa:
Si f € LY (T) satisface f (n) = 0 para cada n € Z, entonces f = 0.

Demostracién. Dado que

o0 (F) (£) = in<1_ Ul )?(j)e"ff:o

n+1
para cada ny o, (f) — f en L} (T), se sigue que f = 0. W
Otra forma de expresar este teorema es asi:

“Sif,ge L} (T) yf(n)=g(n) para cada n € Z entonces f = g".
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Theorem (1.9)

(Lema de Riemann-Lebesgue) Si f € L' (T) entonces lim f (n) = 0.

|n|—o0

Demostracién. Dado € > 0 existe un polinomio trigonométrico P tal que

I =Plln <e

Si P(t) = Z ajel’t entonces P (n) = 0 cuando |n| > s y para tales n’s
_j_fs

F| = |[F=P( ‘_‘ — P) () e Mt
< Jf=Pllp<e W
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Nucleo de Dirichlet

Se define asf
N

Y e teT
n=—N
Observemos que
2isin (t/2) Dy (t) = (e"t/2 - e*m) Dy (t)
— Z el (n+1/2)t Z el n—1/2)t
n=—N n=—N

ei(N+1/2)t _ e—i(N+1/2)t

2isin(N+1/2)t

es decir,
sin(N+1/2)t

D (t) = sin (t/2)
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IR 7N,
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1 T
e Notemos que E/ Dy (t) dt =1 para cada N € IN.
—T7T

Dy *f(t) = i f(n)e™ = Syf (t). (8)
n=—N

(la n-ésima suma parcial de la serie de Fourier de f)

o Sin embargo, {Dy }}_; no es un nicleo de sumabilidad.
(mostraremos mds adelante que ||Dy||;1 — oo si N — o)

Ky (£) = Nil(Do(t)+D1(t)+...—|—DN(t)). (9)
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Prueba de (9). Como en la pag. 43,

[2i sin (t/2)]2 D (t) = |:eit/2 _ efit/Z] [ei(k+1/2)t _ efi(k+1/2)t}

[ei(k—i-l)t _ eikt} _ [e—ikt . e—i(k—&-l)t} _
Si ahora sumamos sobre k = 0,1, ..., N tenemos

[2isin (t/2))? i Dy (t) = [ei(NH)t _ 1] _ [1 _ efi(N+1)t}
k=0

. . 2
|:e:(N+1)t/2 . 71(N+1)t/2:|

e
= [2isin(N+1)t/2)%,

esto es, por Lema 1.7

1 [2isin(N+1)t/2)* _

1 N
/v+1k§)Dk<t) TN+1 [2isin (t/2)]? K (1) W
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e Se sigue de lo anterior que para f € L1 (T)

1 W 1 W

fAl=Kysf=——%Y"D sxf=——%"5 (),
on (F) = Ky * Nt1&" /\/+1n§5()

que son las medias aritméticas de las sumas parciales de la serie de Fourier
de f.

@ Consecuentemente,
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