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Prefacio

Muchos fenémenos de la fisica, la ingenieria, la biologia, la medicina, las
finanzas, etc. se modelan mediante una ecuacion diferencial, y muchos de estos
modelos tienen una formulacién variacional, es decir, las soluciones de la ecua-
cién diferencial son los puntos criticos de un funcional, dado por una integral,
en un espacio adecuado de funciones. Dicha integral representa alguna energia,
una accién, una funcién de costo, etc.

Los problemas variacionales aparecen también en muchas dreas importan-
tes de las matematicas, por ejemplo, en la geometria riemanniana, donde las
geodésicas resultan ser puntos criticos de un funcional de energia o donde pro-
blemas importantes, como el problema de Yamabe o el problema de la curvatura
escalar prescrita, tienen una formulacién variacional.

Para que el modelo en cuestion tenga sentido, lo primero es demostrar que
tiene al menos una solucién. Durante mucho tiempo se identificé al modelo con el
fenémeno fisico al que describia, y el hecho de que en la naturaleza existiese una
distribucién de equilibrio para algin problema fisico se tomaba como evidencia
suficiente para la existencia de un minimo de la integral variacional asociada.

Hacia finales del siglo XIX Weierstrass mostré un ejemplo de un problema
variacional que no admite una solucién minima [13]. Te lo proponemos aquf
como ejercicio.

Ejercicio 0.1. Sean C'[—1,1] el espacio de las funciones reales continuamente
diferenciables en el intervalo [—1,1],

Vi={ueC'-1,1]:u(l) =1, u(-1) = -1}
yJ:V =R la funciéon dada por
1
() = / ol () 2d.
—1
(a) Prueba que nf{J(u) :u € V} =0. (Sugerencia: Considera las funciones

arctan (z)
Ue (1) 1= ——%, e>0.
arctan (g)

Prueba que pertenecen a V' y que J(u:) — 0 cuando £ — 0.
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(b) Prueba que J no alcanza su minimo en V.

El primer objetivo del cdlculo de variaciones consiste en dar condiciones bajo
las cuales un problema variacional dado tiene al menos una solucién. Interesa
también estudiar si la solucién es tnica o si existen muchas de ellas, y decir algo
acerca de su aspecto cualitativo: si se trata de una funcién positiva o si cambia
de signo, si tiene algtn tipo de simetrias, cual es su perfil, etc.

El punto de partida de los métodos variacionales es el principio de Dirichlet
que establece que la solucién del problema

—Au+u=jf enQ,
u=g sobre 012,

en un dominio  de RY es el minimo de una integral, llamada la integral de
energia, en un cierto espacio de funciones. En este caso, bajo hipdtesis adecua-
das, la solucién existe y es tnica.

Si el problema no es lineal, por ejemplo,

—Au=1u® en
u =0 sobre 012,

la situacién cambia drasticamente. La existencia o no de soluciones para este
problema, y el numero de éstas, dependen del crecimiento del término no lineal
y del dominio. Si Q C RY es un dominio acotado y N = 3 este problema tiene
una infinidad de soluciones. En cambio, si N > 4 y () es convexo, este problema
no tiene mas que la solucién trivial.

En estas notas daremos una breve introducciéon a estos problemas y a los
métodos que se usan para abordarlos. Existen varios textos excelentes, donde
puedes aprender mucho més sobre este tema, por ejemplo, los libros [1,5,10,11,
13).

Una lectura muy disfrutable es el libro de Hildebrand y Tromba [8], apto
para ser disfrutado por todo piblico, no sélo por matematicos.



Capitulo 1

El principio de Dirichlet

En este capitulo estudiaremos la existencia de soluciones del problema

—Au+u=f enQ,
u=20 sobre 012,

donde 2 es un dominio en R, 9Q denota a su frontera, y f : @ — R es una
funcién dada.

Un dominio es un subconjunto abierto y conexo de RY. A es el operador
de Laplace o laplaciano definido como

N
0%u

AU = 87:1;%

i=1

1.1. Los prerrequisitos

Empezaremos introduciendo brevemente los conceptos y resultados del andli-
sis matematico que usaremos para abordar este problema. Una exposicién mas
completa y detallada se encuentra, por ejemplo, en [3,4,9].

1.1.1. Integracion por partes

2 denotara siempre a un dominio en R". Para k > 0 denotaremos por

= C*(Q) al conjunto de funciones continuas Q — R que son k-veces conti-
nuamente diferenciables en €,

= Ck(Q) al conjunto de funciones continuas  — R que son k-veces conti-
nuamente diferenciables en 2 y cada una de sus derivadas parciales de
orden < k tiene una extensién continua a la cerradura de €,

= C(Q) =M, CH(Q), C=(Q) =2, CH (D),
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» CH(Q) := {p € C¥(Q) : sop(p) es compacto}, donde

sop(p) := {z € 2= p(x) # 0}

es el soporte de ¢, 0 < k < 0.

Recordemos los siguientes resultados clasicos del célculo.

Proposicién 1.1. (a) Férmula de Gauss. Si ¢ € CL(Q2), entonces

dp B
00z,

0 Vi=1,..,N.

(b) Integracion por partes. Si f € C1(Q), ¢ € CL(), entonces

of Dy .
= =1,...N.
ani“H/Qfaxi 0 Vi=1,..,

(c) Férmula de Green. Si f € C2(2), p € CL(Q), entonces

/Q(Af)goJr/QVfch:O.

Ejercicio 1.2. Demuestra la Proposicién 1.1. (Sugerencia: Si denotamos tam-
bién por ¢ a la extensién de ¢ que vale 0 fuera de €, entonces ¢ € CL(RY) y
sop(¢) C [-r, 7] para algin r > 0. Usa el teorema fundamental del célculo
para probar la afirmacién (a).)

1.1.2. Los espacios de Lebesgue

Consideramos la medida de Lebesgue en RY e identificamos a dos funciones
si coinciden casi dondequiera (es decir, excepto en un subconjunto de medida
cero de su dominio). Para p € [1,00) definimos

LP(Q) :={f: Q= R: f es medible y |f|” es integrable en Q}

o= ([ |f”>1/p (1)

a la norma en el espacio L?(£2). Cuando nos interese hacer énfasis en el dominio,
usaremos la notacion |f[z»(q) en vez de |f|,.

y denotamos por

Definicién 1.3. Un espacio vectorial normado (sobre R) que es completo con
la métrica dada por su norma se llama un espacio de Banach.

Teorema 1.4. LP(Q) con la norma | - |, es un espacio de Banach.

Demostracion. Consulta [4, Teorema 14.27]. O
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Proposicién 1.5 (Desigualdad de Hélder). Sean p,q € (1,00) tales que
%—i— % =1. 8 f€LP(Q) y g€ LYUQ), entonces fg € L'(Q) y

[fglh < |flplglq- (1.2)

Demostracion. Consulta [4, Proposicién 14.21]. O

Usando la desigualdad de Holder es sencillo demostrar las siguientes de-
sigualdades.

Corolario 1.6. Si Q es acotado y 1 < p <r < oo, entonces L"(2) C LP(Q) y
flp < 1QIT=PPIf|, Vf e (%), (1.3)
donde |Q| := [, 1 es la medida de Lebesgue de 2 en RY.

Corolario 1.7 (Desigualdad de interpolacién). Sean 1 <p < s < r < co.
Prueba que, si f € LP(2) N L"(Q), entonces f € L*(2) y se cumple que

[fls < 11~ IF17, (1.4)

donde o € (0,1) satz’sfaceque%:%Jr% sir<oo, o a:=1—2 gir=noc0.

1.1.3. Espacios de Hilbert

Definicién 1.8. Un espacio vectorial H (sobre R) con un producto escalar (-, -),
que es completo respecto a la norma inducida

Jull := V/{u, u),

se llama un espacio de Hilbert.

Ejercicio 1.9. Prueba que, para cada vy € H, la funcion T, : H - R dada
por
Ty (v) == (ug, v)

es lineal y continua. (Sugerencia: Usa la desigualdad de Cauchy-Schwarz.)

El siguiente resultado clasico del andlisis funcional afirma que éstas son las
unicas funciones lineales y continuas de H en R.

Teorema 1.10 (de representacién de Fréchet-Riesz). Si H es un espacio
de Hilbert y T : H — R es lineal y continua, entonces existe un unico ug € H
tal que

T(v) = (ug,v) Vv € H.

Demostracion. Consulta [4, Teorema 15.19]. O

El vector ug del Teorema 1.10 satisface la siguiente propiedad de minimiza-
cién.
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Proposicién 1.11 (Principio de Dirichlet). Sea T : H — R lineal y conti-
nua. Entonces ug € H satisface

T(v) = (ugp,v) Yve H
sty sélo si ug es un minimo del funcional J : H — R dado por
1
J(v) :== =||v||* = To.
2
Demostracion. =) : Si T(v) = (ug,v) para todo v € H, entonces
J() = J(up + (v —up))
1 1
= §||Uo||2 + (w0, v —uo) + 5 llv — uo|* = T(uo) — T(v — uo)
1
= J(uo) + 5llv—uol* > J (uo)

para todo v € H. Por tanto ug es un minimo de J.
<) : Si up es un minimo de J, entonces, para cada v € H, la funcién
Jy : R — R dada por

Tult) 1= (g + 10) = 3 [luol* — T(uo) + ({uo, v} — T(w))t + g lo]s?
tiene un minimo en 0. En consecuencia,
0= J(0) = (ug,v) — T(v).
Es decir, (ug,v) = Tv para todo v € H. O

1.1.4. Espacios de Sobolev

La expresion

W, )1 :=/Qw-w+/9w b € C2(Q), (15)

es un producto escalar en C2°(2). Pero este espacio no es completo con la norma

ol = ( [ver+ | soQ)m (1.6)

inducida por este producto escalar.

Ejercicio 1.12. Da un ejemplo de una sucesion de funciones ¢ € C°(—1,1)
que sea de Cauchy respecto a la norma

ol = \// () +/11 o

y que no converja a una funcién en C'[—1,1] con dicha norma.
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Para describir la completacion de CZ°(€2) con la norma (1.6), empezaremos
introduciendo una nocién de derivada que extiende a la de derivada parcial.
Dicha nocién estd inspirada en la férmula de integracién por partes.

Denotamos por

L () :={u:Q = R:ul, € L*(w) ¥ abierto acotado w con @ C O},
donde u|,, denota la restriccién de u a w.

Ejercicio 1.13. Prueba que LP(Q?) C L}, .(Q) para todo p € [1,00). (Sugerencia:
Usa la desigualdad (1.3).)

Definicién 1.14. Sea u € L}, (). Decimos que u es débilmente diferen-

ciable en Q si existen vy,...,vy € Li, (Q) tales que
I o0
u + [ vip=0 Yo € C°(Q) (1.7)
o O Q
para cada i = 1,...,N. La funcién v; que cumple (1.7) se llama la i-ésima

derivada débil de u en ) y se denota
Diu = V5.

El gradiente débil de u en Q es la funcion Vu : Q — RN cuyas componentes
son las derivadas débiles, es decir,

Vu(z) := (Dyu(x), Dau(z), - -, Dyu(x)).
Ejercicio 1.15. Prueba que la funcion v; que cumple (1.7), si existe, es tinica.

La afirmacién del siguiente ejercicio es consecuencia inmediata de la Propo-
sicién 1.1.

Ejercicio 1.16. Prueba que, si u € C1(Q), entonces u es débilmente diferen-

ciable en Q y
ou

No todas las funciones débilmente diferenciables son diferenciables, como lo
muestra el siguiente ejemplo.

Diu Vi=1,---,N.

Ejercicio 1.17. Sea u : (—1,1) — R la funcion u(z) = |z|. Prueba que u es
débilmente diferenciable en (—1,1) y que su derivada débil es la funcion

1z e(0,1),
U(x)_{—l ze(~1,0].

El ejemplo siguiente muestra que hay funciones que no son débilmente dife-
renciables.
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Ejercicio 1.18. Prueba que la funcion v del ejercicio anterior no es débilmente
diferenciable en (—1,1).

Ejercicio 1.19. Prueba que la derivada débil es lineal, es decir, siu,v € L}OC(Q)

son débilmente diferenciables y A\, u € R, entonces Au + uv es débilmente dife-
renciable y
D;(Au+ pv) = ADju + uD;v Vi=1,..,N.

Ejercicio 1.20. Prueba que, siu € L}, (Q) es débilmente diferenciable en § y
Qg C Q, entonces u|q, es débilmente diferenciable en Qo y

Consulta, por ejemplo, [3,4,6,9], para una discusién més detallada sobre las
derivadas débiles y sobre los espacios de Sobolev, que definimos a continuacion.

Definicién 1.21. El espacio de Sobolev H'(Q)) se define como sigue:
HY(Q) := {u € L*(Q) :u es débilmente diferenciable y
D;(u) € L*(Q) para cada i =1,...,N}.

Siu,v € HY(Q), definimos el producto escalar en H*(Q) como

(1, o)1 :z/qu—i—i:;/Q(Diu)(Div):/qu—&—/QVu-Vv, (1.8)

donde Vu es el gradiente débil de u. La norma inducida es

[l = (/Q u2—|—§;/ﬂ(Diu)2> " = </Q u? —|—/Q|Vu|2) 1/2. (1.9)

Dado que C2°(Q) C L*(Q), el Ejercicio 1.16 asegura que C°(Q2) C H(Q) y
el producto escalar (1.8) coincide con el definido en (1.5). Mds atin, H(Q) es
completo.

Teorema 1.22. H'(Q) es un espacio de Hilbert.
Demostracion. Consulta [4, Teorema 16.14]. O

La funcién u del Ejercicio 1.17 pertenece a H*(—1,1). Ello muestra que las
funciones de H'(2) no necesariamente se anulan sobre 92, de modo que este
espacio no es el adecuado para tratar el problema (1.10). Conviene considerar
el siguiente subespacio.

Definicién 1.23. El espacio de Sobolev H}(Q) se define como la cerradura
de C°(Q) en HY(Q).
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HZ () resulta ser completo por ser un subespacio cerrado de un espacio
completo. Es decir, H (£2) es un espacio de Hilbert.
En el caso particular en el que Q = RY se tiene que

HY(®Y) = H'(®RY);

consulta [4, Teorema 16.18]. Pero, en general, H () no coincide con H! ().

Una propiedad importante de las funciones en HE () es que su extensién
trivial a RN es débilmente diferenciable en RY. M4s precisamente, se cumple lo
siguiente.

Ejercicio 1.24. Prueba que, si u € H}(Q), la funcién

alz) = {u(x) six € €,

0 siz € RV N Q,

pertenece a H'(RY) y se cumple que D;(u) = Dsu para cada i =1,...,N.

Observacién 1.25. El ejercicio anterior nos permite considerar a HE () como
un subespacio de Hl(RN). En adelante denotaremos a uw simplemente por u.

Ejercicio 1.26. Prueba que la funcion w del FEjercicio 1.17 no pertenece a
HY(-1,1).

Ejercicio 1.27. Prueba que, si u € H'(RYN) y ¢ € C®(R), entonces up €
Hy(Q) y

dp
ami

D;(uyp) = (Dyu)p +u Vi=1,...,N.

Intuitivamente podriamos pensar a H}(£2) como el espacio de las funciones de
H(Q) que se anulan sobre la frontera de Q. Esta afirmacién carece de sentido ya
que los elementos de H' () son clases de equivalencia de funciones que coinciden
c.d. en Q, y 99 tiene medida 0. Sin embargo, esta afirmacién hace sentido para
funciones en Hg () N CO(Q) y resulta cierta si ) es suficientemente suave.

Denotemos por

B (z) :={y e R™ : [y —z| <7}

a la bola de radio r y centro x en R™.

Definicién 1.28. Un dominio Q es de clase C* si, para cada x¢ € 09, existe
una vecindad abierta U de xo en RN y un difeomorfismo

9:BYNTH0) x (-1,1) = U
de clase C* tal que 9(0,0) = xo,
IBYTH0)x (0,1)=UNQ, y  HBY0)x{0}) =UNIM.

Se dice que Q es suave si es de clase C°.
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N

Figura 1.1: Dominio suave

Teorema 1.29. Si Q es de clase C' yu € H} () N C°(Q), entonces u(z) =0
para todo x € ON).

Demostracion. Consulta [4, Teorema 16.25]. O

Concluimos la secciéon con dos afirmaciones que usaremos mas adelante y
que te proponemos como ejercicio.

Ejercicio 1.30. Prueba que, si u € H}(Q), entonces |u| € H} () y

Dyu(z)  siu(z) >0,
(Dilul)(z) = q 0 st u(z) =0,
—D;u(x) siu(xz) <O0.

1/2

ugerencia: Considera las funciones (. (t) = (t* +¢ —¢, e > 0y prueba que
S ia: Considera las funci t t? +¢? 0 b
¢ ou € HY(Q). Aplica el teorema de convergencia dominada de Lebesgue).

Dada u : 2 — R definimos

um := max{u, 0}, v~ = min{u,0}.
Ejercicio 1.31. Prueba que, si u € H}(), entonces ut,u= € HE(Q) y sus
deriwadas débiles son

Diu(x) st u(x)
0 si u(x)

(D) () = {

Diju(z) siu(z

(D) () = {

0 st u(x

(Sugerencia: Observa que u™ = 2 (u+ |u|) y v~ = 3(u— |u).)
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1.2. Un problema eliptico lineal con condicién
de frontera

Dada f € C°(2), queremos averiguar si existe una funcién u € C2(€) tal que

{—Au+u:f en 2, (1.10)

u=0 sobre 0f2,

La condicién u = 0 sobre 02 recibe el nombre de condicién de Dirichlet
homogénea.

1.2.1. Existencia y unicidad de la solucion débil

Definicién 1.32. Una funcidn u € C%(Q) que satisface (1.10) se llama una
solucion cldsica de (1.10).

Observa que, si existe una solucién cldsica de (1.10), entonces forzosamente
fect(Q).

Ahora bien, si u € C?(Q) satisface la ecuacién —Au + u = f, entonces,
multiplicando esta ecuacién por ¢ € C°(2) e integrando, obtenemos que

—/Q(Au)goJr/QUSO:/QfSD Vi € C2(9).

Aplicando la férmula de Green (Proposicién 1.1) a la primera integral conclui-
mos que

/ Vu-V(er/wp:/ fo Yo € C° (). (1.11)
Q Q Q
Esto motiva la siguiente definicion.

Definicién 1.33. Una funcién u € H}(Q) que satisface

/Vu Vg0—|—/u<p /f<p, Yo € C°() (1.12)

se llama una solucion débil de (1.10).

Empezaremos por investigar si existe una solucién débil.
Observa que el lado izquierdo de la identidad (1.12) es el producto escalar

(u,v)1 ::/VU-VU—I—/UU
Q Q

en el espacio de Sobolev H}(Q). La existencia de una solucién débil es conse-
cuencia del teorema de representacién de Fréchet-Riesz (Teorema 1.10).
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Teorema 1.34 (Existencia y unicidad de la solucién débil). Para cada f €
L2(Q) existe una unica solucién débilu € HE(Q) del problema (1.10). Mds atin,
u es el unico minimo de la funcion J : HY(Q) — R dada por

1
3w) = 5ol = [ po

A esta dltima afirmacion se le conoce como el principio de Dirichlet.

Demostracion. Sea f € L?(2). Consideremos la funcién T : H}(Q) — R dada

por
Tv ::/fv.
Q

Esta funcién es claramente lineal. Observa que |v|s < ||v||; para todo v € H}(Q).
Por tanto, usando la desigualdad de Holder, obtenemos

[To| < |flafvls < |fl2lvlli Vo€ Hy(€),

lo que implica que T es continua en H{(£2). De modo que, por el teorema de
representacién de Fréchet-Riesz, existe un tinico u € H}(2) tal que

(u,v); =Tv Yo € H} ().

Esto prueba que, u es una solucién débil de (1.10).
De la Proposicién 1.11 se sigue que u es el tinico minimo de J. O

1.2.2. La solucién débil es solucién clasica

Veremos ahora que, si los datos del problema son suficientemente regulares,
la solucién débil es clasica.

Proposicién 1.35. Si ) es de clase C', f € L*(Q) NC°(Q) y la solucién débil
u € HY(Q) del problema (1.10) satisface u € C*(2), entonces u es solucion
cldsica de (1.10).

Demostracion. Siu € HE(2)NC%(Q) es la solucién débil de (1.10), aplicando la
férmula de Green (Proposicién 1.1) obtenemos que

/Q(—Au—i-u—f)go:/QVU-ch—k/Qucp—/Qfga:O Yo € C°(R2).

En consecuencia, —Au +u — f =0 c.d. en Q. Como —Au + u — f es continua,
concluimos que

—Au+u=f enf.

Por otra parte, el Teorema 1.29 asegura que u(z) = 0 para todo x € 9. Esto
prueba que u es una solucién clésica de (1.10). O
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Asf pues, si  es de clase C! y f € L*(Q) NC°(Q2), basta comprobar que la
solucién débil pertenece a C2(£2) para poder afirmar la existencia de una solucién
clésica del problema (1.10). Esto no es un asunto sencillo, ya que no conocemos
a la solucién débil; s6lo sabemos que existe. Afortunadamente existen criterios
que aseguran la regularidad de la solucién débil en base a la regularidad de los
datos del problema. El criterio més sencillo de formular es el siguiente.

Teorema 1.36 (de regularidad). Si ) es acotado y de clase C*°, f € C* Q), y
u € HY(Q) es la solucion débil del problema (1.10), entonces u € C*°(£2).

Demostracion. Consulta, por ejemplo, [6]. O

Como consecuencia inmediata de este teorema y de la Proposicién 1.35 ob-
tenemos la existencia de una unica solucion clasica.

Teorema 1.37 (Existencia de la solucién clésica). Si Q es acotado y de clase
C> y f € C>(Q), entonces el problema (1.10) tiene una tnica solucion cldsica
u € C®(Q).

Hay teoremas de regularidad mucho mas finos, que permiten obtener la exis-
tencia de la solucién clésica bajo hipotesis més débiles. Una referencia muy
completa para este tipo de resultados es el libro de Gilbarg y Trudinger [7].
Aqui no nos ocuparemos de ellos. Nos concentraremos tnicamente en demostrar
la existencia de soluciones débiles.



Capitulo 2

Un problema eliptico no
lineal

El objetivo de este capitulo es estudiar la existencia de soluciones del pro-
blema no lineal

—Au+u=[uP2u en Q,
u=20 sobre 012,

donde © es un dominio acotado en RN, N > 3,y p € (2,2*), donde 2* := %

2.1. Los prerrequisitos

Empezaremos introduciendo los conceptos y resultados que usaremos para
abordar este problema.

2.1.1. Encajes de Sobolev

Denotemos por
1/2
|Vulz := (/ Vu|2>
RN

La siguiente desigualdad juega un papel muy importante en el estudio de pro-
blemas no lineales.

Proposicién 2.1 (Desigualdad de Sobolev). Sean N > 3 y 2* := % Existe
una constante Cy > 0, que depende sélo de N, tal que

o SCN|Vela Vo € CF(RY). (2.1)

|

Demostracion. Consulta por ejemplo [4, Proposicién 17.1]. O

El nimero 2* se llama el exponente critico de Sobolev y es el tnico
nimero para el que se cumple la desigualdad (2.1). Puedes comprobar esta
afirmacion siguiendo la sugerencia del siguiente ejercicio.

15
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Ejercicio 2.2. Sea p € [1,00). Prueba que, si existe C > 0 tal que
lolp < CIVela Vo € C(RY),

entonces p = 2*. (Sugerencia: Fija 0 # ¢ € C*(RY). Para A > 0, aplica la
desigualdad anterior a las funciones @) (x) := ¢(Az).)

Una consecuencia importante de la desigualdad de Sobolev (2.1) es la afir-

macién siguiente. En su demostracién interviene la desigualdad de interpolacion
(1.4).

Teorema 2.3 (Encajes de Sobolev). Para cualquier subconjunto abierto S de
RY se tiene que HY(Q) C LP(Q) para todo p € [2,2*] y esta inclusion es conti-
nua.

Demostracion. Consulta [4, Teorema 17.6]. O

Cuando €2 es un dominio acotado, se tiene la siguiente afirmacién.

Teorema 2.4 (Desigualdad de Poincaré). Si ) es acotado y p € [1,2*], existe
una constante Cq p, > 0, que depende de §) y de p, tal que

lulp < Cap|Vula Vu € Hy (Q).
En consecuencia, H}(Q) C LP(2) y esta inclusion es continua.

Demostracion. Esta desigualdad es consecuencia inmediata de las desigualdades
de Sobolev (2.1) y de Holder (1.2). Consulta [4, Teorema 17.8]. O

La desigualdad de Poincaré para p = 2 asegura que, si {) es un dominio
acotado, entonces

\v4 2
@) = JelVU

> 0. 2.2
weHl (@) Jou? (22)
u#0

A1(92) se llama el primer valor propio de Dirichlet de —A en Q. En la
Seccién 17.3 de [4] puedes encontrar la razén para llamarlo asi.

Ejercicio 2.5. Si ) es un dominio acotado y A > —A1(Q) denotamos por

(u, ) ;:/Qvu-qu/uu, (u,v) := (u, v)o,

Q
1/2
el = ( [N uF) , el = .
Q Q

Demuestra las siguientes afirmaciones.
(a) {-,-)x es un producto escalar en H}(Q).

(b) La norma ||-||x es equivalente a la norma ||-||1, es decir, existen C1,Cs >0
tales que

Cillully < [lullx < Callully  Yu € Hy(9).

En consecuencia, Hg () es completo con cualquiera de estas normas.
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El siguiente resultado juega un papel fundamental en el estudio del problema
que planteamos al inicio de este capitulo.

Teorema 2.6 (Rellich-Kondrashov). Si 2 es un dominio acotado y p € [1,2*),
entonces la inclusion H () — LP(Q) es un operador compacto, es decir, toda
sucesion acotada en HE () contiene una subsucesion que converge en LP(().

Demostracion. Consulta, por ejemplo, [4, Teorema 17.12]. O

2.1.2. Diferenciabilidad en espacios de Banach

La nocién de derivada de una funcién entre espacios euclidianos se extiende
a espacios de Banach casi literalmente, con la siguiente precaucion: mientras que
cualquier funciéon lineal R™ — R™ resulta automéaticamente continua, una fun-
cién lineal entre espacios de Banach de dimension infinita no es necesariamente
continua. Es importante agregar esta propiedad a la definicién de derivada.

Sean V' 'y W espacios de Banach, con normas || - ||y y || ||w respectivamente.
El espacio

B(V,W):={T:V — W : T es lineal y continua}

con la norma

Tv %%
T 5v,w) := sup I7o]
vev lvllv
v#0

(2.3)

resulta ser un espacio de Banach; ver [4, Proposicién 9.3]. Si W = R, este espacio
se denota
V* .= B(V,R).

Definicién 2.7. Sea O un subconjunto abierto de V. Una funcion F : O — W
es diferenciable en el punto uy € O si existe T € B(V,W) tal que
. |[F(uo +v) — Fug) — Twllw

lim
v—0 [v]lv

—0. (2.4)

T se llama la derivada de F en ug y se denota
F'(ug) :=T.
F es diferenciable en O silo es en cada punto u € O. La funcion
F' 10— B(V,W), u— F'(u),
se llama la derivada (de Fréchet) de F en O. Sila funcion F' es continua,
decimos que F es de clase C' en O.

Definicién 2.8. F es de clase C? en O si F' : O — B(V,W) es de clase C*

en O. La derivada de F' se llama la sequnda derivada de F y se denota por F".
Inductivamente, F es de clase C* en O si es de clase CF=1 y su (k — 1)-

ésima deriwvada es de clase C'. La k-ésima derivada de F se denota por F(¥).
F es de clase C® en O si es de clase C* para todo k € N.
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Una discusién detallada de estos conceptos se encuentra en [4, Capitulo 9].
Ejercicio 2.9. Demuestra las siguientes afirmaciones.

(a) Si F: O — W es constante, entonces F es de clase C* en O y F®) (u)
es constante igual a 0 para cualquier u e O y k > 1.

(b) Toda funcion T € B(V,W) es de clase C* en V. T'(u) =T :V - W
para cualquier u € V y T*) (u) es constante igual a 0 si k > 2.

Si O es un subconjunto abierto de un espacio de Hilbert H y F : O —
R es una funcién diferenciable, la derivada F’(u) : H — R en cada punto
u € O es, por definicién, una funcién lineal y continua. Asi que el teorema
de representacién de Fréchet-Riesz afirma la existencia de un tnico elemento
VF(u) € H tal que

(VF(u),v) = F'(u)v  paratodo v € H.
VF(u) se llama el gradiente de F' en .

Ejercicio 2.10. Sea F': O — R es una funcion diferenciable. Prueba que F' es
de clase C* en O si y sélo si la funcion

VF:0 —H, u— VF(u),
es continua.
Ejercicio 2.11. Sea H un espacio de Hilbert.
(a) Prueba que la funcion F : H — R dada por

1
Plu) = g ul?
es de clase C*° en H y que
F'(u)v = (u,v), Vo € H.
(b) Calcula sus derivadas de orden k > 2.

(¢) 4Quién es VF(u)?
Proposicién 2.12. La funcion F : LP(Q) — R dada por

ALK

con p € (2,00) es de clase C* y sus derivadas estdn dadas por

! = ulP~2uv "(w)[v,w] = (p — ulP~2ow
wo= [P, Pl = e [

para cualesquiera u,v,w € LP(Q).

Demostracion. Consulta, por ejemplo, [13, Proposition 1.12]. O
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2.1.3. Variedades de Hilbert

Sean O un subconjunto abierto de un espacio de Hilbert H y F' : O — R
una funcién diferenciable. Dado ¢ € R denotamos por

F ') ={ueO:F(u)=c}.

Definicién 2.13. a € R es un valor regular de F' si VF(u) # 0 para todo
u € F~1(a). a € R es un valor critico de F si no es un valor reqular de F.

Definicién 2.14. Un subconjunto no vacio M de H es una subvariedad de
clase C* de H (de codimension 1) si evisten una funcion F : O — R de clase
C* definida en un subconjunto abierto © de H, y un valor reqular a de F tales
que

M = F~Y(a).

Si ademds M es un subconjunto cerrado de H se dice que M es una subvarie-
dad de Hilbert de H.
Siu € M, el subespacio

T,M :={v € H : (VF(u),v) =0} = ker F'(u)
de H se llama el espacio tangente a M en u.

Observa que, por ser cerrada en H, una variedad de Hilbert M es un espacio
métrico completo.

Ejercicio 2.15. Prueba que la esfera unitaria
Sy :={ueH:|ul|=1}
es una subvariedad de clase C*° de H y que

TSy ={v e H: (u,v) =0}.

\ M

Figura 2.1: Espacio tangente a la esfera
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Proposicion 2.16. FEl espacio tangente a M en u es el conjunto
T M={c'(0):0 €T, (M)},

donde T, (M) es el conjunto de todas las trayectorias o : (—e,e) — H de clase
C! tales que o(0) = u y o(t) € M para todo t € (—¢,¢).
En consecuencia, TyM no depende de F'.

Demostracion. Este resultado es consecuencia del teorema de la funcién implici-
ta. Consulta [4, Proposicién 10.9]. O

Los minimos y los méaximos de una funcién en una variedad tienen la si-
guiente propiedad.

Proposicién 2.17. Si J : H — R es una funcién de clase C*', M es una
subvariedad de H de clase C' y u es un minimo (o un mdzimo) de J en M,
entonces

(VJ(u),vy =0 Yo € T, M.

Demostracion. Sean v € T,M y o € T',(M) tales que ¢/(0) = v. Si u es un
minimo de J en M, entonces 0 es un minimo de Joo : (—¢,e) — R. Por tanto,

0=(Jo0)'(0)=J"(c(0))(0'(0)) = J'(w)v = (VJ(u),v),
como afirma el enunciado. O

Definicién 2.18. Sean J : H — R una funcion de clase C* y M una subvarie-
dad de H de clase C*. Un punto u € M es un punto critico de la restriccion
Jlm de J a M si

(VJ(u),vy =0 Yo € T, M. (2.5)

Si M = H se dice simplemente que u es un punto critico de J y la condicion
(2.5) es equivalente a que VJ(u) = 0.

¢ € R es un valor critico de J|p si ¢ = J(u) para algin punto critico
u € M de J|pm. Sino es asi, se dice que ¢ es un valor regular de J|r.

La Proposiciéon 2.17 afirma que los maximos y minimos de J en M son
puntos criticos de J|aq.

Ejercicio 2.19 (Multiplicador de Lagrange). Prueba que u es un punto critico
de J en M si y sélo si existe X € R tal que

VJ(u) = AVF(u),

donde F es como en la Definicién 2.14.
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2.1.4. Convergencia débil

A diferencia de lo que ocurre en RY, en cualquier espacio de Hilbert de
dimension infinita existen sucesiones acotadas que no contienen ninguna subsu-
cesién convergente (ver Ejercicio 2.23). Por ello, conviene considerar la siguiente
nocion.

Definicién 2.20. Sea H un espacio de Hilbert. Una sucesidn (uy) en H con-
verge débilmente a u en H si, para cada v € H, se cumple que

lim (ug, v) = (u,v).
k—o0

u se llama el limite débil de la sucesion (uy).

Notacion 2.21. FEscribiremos
U — U débilmente en H
para referirnos a la convergencia débil. Para evitar confusiones, escribiremos
Up — U fuertemente en H,
si (ug) converge a u en H en el sentido usual.
Ejercicio 2.22. Demuestra las siguientes afirmaciones.
(a) Si existe el limite débil de una sucesion, entonces es unico.
(b) Siup — u fuertemente en H, entonces uy, — u débilmente en H.

Los conceptos de convergencia fuerte y convergencia débil coinciden sélo
cuando H es de dimension finita.

Ejercicio 2.23. Demuestra las siguientes afirmaciones.

(a) SidimH < oo, entonces up, — u débilmente en H si y sélo si up — u
fuertemente en H.

(b) Sea O = {ey, : k € N} un subconjunto ortonormal de H, es decir, ||ex| = 1
y (ex,e;) = 0 si k # j. Entonces, e, — 0 débilmente en H, pero (ex) no
converge fuertemente en H.

En consecuencia, si dim H = oo, la esfera unitaria en Sy = {u € H :
llul| = 1} no es compacta; cf. [4, Teorema 7.4].
Ejercicio 2.24. Demuestra las siguientes afirmaciones:
(a) ur, — u débilmente en H si y sdlo si Tur, — Tu en R para cualquier

funcion lineal y continua T : H — R. (Sugerencia: Usa el teorema de
representacién de Fréchet-Riesz.)

(b) Si Hy y Hy son espacios de Hilbert, T : Hy — Hs es lineal y continua, y
ur — u débilmente en Hy entonces Tuy, — Tu débilmente en Hsy.
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(¢) La afirmacion (b) no es cierta si T es sdlo continua pero no es lineal.

A continuacién enunciamos las propiedades fundamentales de la convergencia
débil.

Proposicién 2.25. (a) Si (u) converge débilmente a u en H, entonces

lu|| < liminf [Jug]|.
k— o0

(b) Si (ux) converge débilmente a u en H y
Jull = tim ],
—00

entonces (uy) converge fuertemente a u en H.
Demostracion. Consulta, por ejemplo, [4, Proposicién 15.27]. O

Proposicién 2.26. Si up, — u débilmente en H, entonces (uy) estd acotada en

H.
Demostracion. Consulta, por ejemplo, [4, Proposicién 15.31]. O

Teorema 2.27 (Propiedad fundamental de la convergencia débil). Toda suce-
sion acotada en H contiene una subsucesion débilmente convergente en H.

Demostracion. Consulta, por ejemplo, [4, Teorema 15.29]. O

2.2. Un problema de eliptico semilineal con con-
dicién de frontera

En toda esta seccién supondremos que € es un dominio acotado en R,
N >3, A>-=XM(Q)yp e (2,2, donde A\1(f2) es el primer valor propio de
Dirichlet de —A en €, definido en (2.2), y 2* := % es el exponente critico de
Sobolev.

Nuestro objetivo es probar que, si p < 2%, el problema

(2.6)

—Au+ M= |ulP?u en Q,
u =0 sobre 02,

tiene (al menos) una solucién positiva.

2.2.1. Formulacion variacional del problema

Siguiendo el razonamiento que empleamos en la Subseccién 1.2.1, obtenemos
la nocién de solucién débil para este problema.
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Definicién 2.28. Una solucion (débil) del problema (2.6) es una funcion
u € HE(Q) que satisface

/ Vu- Vv + )\/ uv = / [ulP~2uw Vv € H} (D). (2.7)
Q Q Q
Inspirados en el principio de Dirichlet, consideramos el funcional

J:HJ(Q) — R

dado por

1 1 1 1
Ti=5 [ (vl +x2) =5 [l = Gl = S

Recuerda que || - |[x es una norma en H}(Q) (Ejercicio 2.5). El Teorema 2.3
garantiza que el funcional J estd bien definido para cualquier p € [1,2*]. A J se
le suele llamar el funcional de energia asociado al problema (2.6).

Proposicién 2.29. J es de clase C? y

J (u)v = /QVu -Vou + )\/qu — /Q [uP~2uw Yu,v € Hy(Q). (2.8)

En consecuencia, u es solucion del problema (2.6) si y sdlo siu es punto critico
de J.

Demostracion. Este resultado es consecuencia inmediata del Ejercicio 2.11 y la
Proposicién 2.12. O

2.2.2. La grafica del funcional de energia

Para estudiar los puntos criticos de J conviene analizar su gréfica. Para ello,
fijemos una direccién u € H}(Q), u # 0, y veamos cémo es la grafica de J sobre
la recta generada por u. Es decir, consideremos la funcién J,, : R — R dada por

= J(e = (3l ) 2 = (S ) (29

Como estamos suponiendo que p > 2, la grafica de esta funcién tiene la forma
indicada en la Figura 2.2.2.

Observa que J no estd acotada inferiormente y tiene un minimo local en 0.
Obviamente 0 es una solucién de (2.6). Nos interesa saber si este problema tiene
una solucién no trivial.

Denotemos por ¢,, al inico méximo de J, en (0,00). Los puntos criticos no
triviales de J estdn contenidos en el conjunto

{tyu:u e H}(Q), ||lulx =1},

que estudiaremos a continuacién.
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4N N
/ . / \

Figura 2.2: Grafica de J,,

2.2.3. La variedad de Nehari

El conjunto
N ={uec Hy(Q):u#0,J (u)u=0}
={u e Hy(Q) :u#0, [[u]} = [ul}}

obviamente contiene a todos los puntos criticos no triviales de J. Tiene las
siguientes propiedades:

Proposicién 2.30. (a) Eziste dy > 0 tal que ||ul|x > do para todo w € N'. En
consecuencia, N es un subconjunto cerrado de H} ().

(b) N es una subvariedad de Hilbert de clase C* de H(Q). Se llama la va-
riedad de Nehari.

(¢c) N es una restriccion natural para J, es decir, u € N es un punto
critico de J si y sélo si u es un punto critico de J|n .

(d) nfuen J(u) > 0.

(€) Para cada u € H () ~\ {0} existe un inico t, € (0,00) tal que t,u € N.
Mads ain, t,, es el inico punto en (0,00) para el que cumple que
ix J(tu) = J(t,u).
mgx (tu) = J(tuu)
Demostracion. (a) : Como las normas || - || y || - [|a son equivalentes (Ejercicio
2.5), de la desigualdad de Poincaré (Teorema 2.4), se sigue que existe C' > 0 tal

que
uly < Cllulx Yu € Hy(Q)

Por tanto,
_ ull} _
cr< |u’|’/\ = Jlul}? Yu e N,
P
es decir,

0<dg:=CPP2 <ul|, VueN.

En consecuencia,

N={ue HNQ): b= do y [Jul - lul? = 0}.



CAPITULO 2. UN PROBLEMA ELIPTICO NO LINEAL 25
Este es, claramente, un subconjunto cerrado de H ().
(b) : N = ¥~10), donde W : H} () \ {0} — R es la funcién dada por
U(u) = [lull — [ul}.

Esta funcién es de clase C? y su derivada es
U (u)v = 2{u, v)) —p/ [ulP~2uv  Yu,v € HH(RQ).
Q

Ademas, 0 es un valor regular de ¥ ya que
(VU (u),u) = V' (w)u =2/} —plulf = 2-p)[ul} #0 VueN. (2.10)

Esto prueba que N es una variedad de clase C2.
(¢) : De la identidad (2.10) se sigue que u ¢ ker ¥'(u) =: T,,N. Por tanto,
HL(Q) se escribe como la suma directa

Hy(Q) =2 TN @ {tu:t € R}.
Si w € N es un punto critico de J |, entonces, por definicién,
J(wo=0 YveT,N.
Adem4s, de la definicién de A se sigue que J'(u)u = 0. En consecuencia,
J(uw=0  VYve Hi(Q),

es decir, u es un punto critico de J : H}(Q) — R.
(d) : Observa que, si u € N, entonces

p—2 p—2
J(u) = WHUHi = o |ulP Yu € N. (2.11)
De la afirmacién (a) se sigue que J(u) > prdo > 0.

(€) : Seau € H}(Q)\ {0} y sea J,, : (0,00) — R la funcién definida en (2.9).
Como ya vimos, esta funcién tiene un tnico punto critico en (0, 00) y éste es un
méximo. Para cada t € (0, 00) se cumple que

JL@t)=J(tu)u=0 < J'(tu)tu=0 < tueN.

Es decir, t € (0,00) es un méximo de J,, si y sélo si tu € N. O

2.2.4. Existencia de una soluciéon de minima energia

La proposicién anterior sugiere investigar si J alcanza su minimo en N. Si
N fuera compacta la respuesta seria claramente afirmativa, ya que toda funcién
continua en un compacto alcanza sus valores extremos. Pero A no es compacta.
De hecho, A es homeomorfa a la esfera unitaria en HE(Q) y la esfera unitaria en
un espacio de Hilbert de dimensién infinita nunca es compacta (Ejercicio 2.23).

El teorema de Rellich-Kondrashov juega un papel fundamental en la demos-
tracion del siguiente resultado.
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Proposicién 2.31. Sip € (2,2*), entonces J alcanza su minimo en N.

Demostracion. Sea ur, € N tal que J(ug) — co = infyen J(u) > 0. Como
ug € N, se tiene que
_p—2

p
J(ug) = o Jug|3 =

p—2

.p,
o u[b

Asf que la sucesion (uy,) estd acotada en HE(Q) y, por el Teorema 2.27, contiene
una subsucesién (a la que, por simplicidad, denotaremos del mismo modo) tal
que

up — U débilmente en H} ().

M4s ain, como p < 2*, aplicando el teorema de Rellich-Kondrashov (Teorema
2.6), podemos suponer que dicha subsucesién cumple que

Up — U fuertemente en LP(Q).

Por tanto,

2
P C()>0

p: 1/ p:
= el =55

y, en consecuencia, u % 0.

La Proposicién 2.30(e) asegura que existe t,, € (0,00) tal que t,u € N y,
puesto que uy € N, asegura ademds que J(t,uy) < J(ug). Usando estos hechos
y la Proposicién 2.25 obtenemos

1 1
co < J(tyu) = §||tuu||§ - E\tuu\g

.. 1 3 1
<tinint (glrauel3) =t ()
i ( Lftaul?) = lm (Sftaunlz) = m J(tur)
= 11m — u — 11m — u = 11m u
k—oo 2 uEklix k—oo p “ kp k—oo uk

< lim J(ug) = co.
k—o0
Como uj — u fuertemente en LP(2), concluimos que

Jim [fugll = Jull3-
—00

Por tanto, uy — u fuertemente en H}(f2) y, en consecuencia, u € Ny J(u) = ¢y,

es decir, J alcanza su minimo en N. O

2.2.5. Existencia de una solucion positiva

El siguiente resultado asegura que los minimos de J sobre A no cambian de
signo.
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Proposicién 2.32 (Benci-Cerami [2]). Siu € N es un punto critico de J tal
que
J(u) <2 inf J
() < 2 inf J(0)

entonces, o bien u >0, o bien u <0 c.d. en €.

Demostracion. Seaw € N un punto critico de J. Tomando v = u* := méax{u,0}
en la identidad (2.8) y usando el Ejercicio 1.31 concluimos que

0=J(uu" = /QVu -V(ut)+ )\/Qu(uﬂ - /Q [P~ 2u(u™) = |Jut |3 — lu™ [P

Anélogamente, tomando v = u~ := min{u, 0} obtenemos que [[u™ [} = |[u"[E.
Ahora, argumentando por contradiccién, supongamos que ut # 0y u~ # 0.
Entonces u™,u~ € Ay, por consiguiente,

J(ut) > inf J(v) y J(u™) > inf J(v).

veN veN
Esto implica que

Ju)=Jwu")+J(u") >2 fnjlsz(v),

veE
lo que contradice nuestra hipétesis. Por tanto, o bien u™ = 0, 0 bienu™ = 0. O

Teorema 2.33 (Existencia). Si Q es un dominio acotado en RN, N > 3,
A> =\ (Q) ype (2,2%), el problema (2.6),

—Au+ = |ulP%u  en Q,
u =0 sobre 0L,

tiene al menos una solucion no trivial u > 0.

Demostracion. La Proposicién 2.31 asegura que J alcanza su minimo en N y
la Proposicion 2.30 asegura que dicho minimo es un punto critico no trivial de
J, es decir, es una solucién no trivial del problema (2.6).

La Proposicién 2.32 asegura que dicha solucién es, o bien > 0, o bien < 0.
Observa que u es solucién de (2.6) si y sélo si —u lo es. Esto demuestra que
(2.6) tiene una solucién no trivial > 0. O
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