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La esfera S? y el toro T son ejemplos de superficies cerradas y orientadas:

superficie cada punto tiene una vecindad homeomorfa a un subconjunto abier-
to de R2.

cerrada decimos que una superficie es cerrada si es compacta y no tiene fron-
tera.

orientada una superficie es orientada si podemos encontrar alrededor de cada
punto un sentido de rotacién compatible en toda la superficie.
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El Teorema de clasificacion de superficies (ver por ejemplo [9]) nos dice que
toda superficie cerrada orientada es homeomorfa a una superficie de la siguiente
lista: la esfera, el toro, el toro con dos hoyos, etc., como se muestra en la Figura 1.

(a) Género 0 (b) Género 1 (c¢) Género 2

Figura 1: Superficies cerradas orientadas

Distinguimos las superficies de la lista anterior por que tienen diferente géne-
ro, que intuitivamente corresponde al “ntimero de hoyos”.

Este tipo de teoremas son importantes por que nos dan una lista completa de
los objetos de estudio. Sin embargo, a pesar de tener un teorema de clasificacion,
es necesario desarrollar métodos que nos permitan distinguir dichos objetos.

Ejemplo 1. En la Figura 2 se muestra una superficie cerrada orientada.

Figura 2: Un hoyo dentro de otro hoyo, que atraviesa a otro hoyo

Pregunta: ;A cudl elemento de la lista anterior es homeomorfa?

Con nuestra definicién intuitiva de género, no es facil determinar cual es el
género de la superficie anterior. Para poder identificar a cual elemento de la
lista corresponde, usaremos el concepto de invariante. Un ejemplo de invariante
es precisamente el género, si denotamos por g(5) al género de la superficie S,
entonces el género es un invariante por que tenemos que dos superficies S y S’
son homeomorfas si y sélo si g(S) = g(5’), es decir, tienen el mismo género.

En general, un invariante es un objeto I(S), que puede ser un nimero, un
grupo, un anillo, etc., que se le asigna, en este caso, a cada superficie S, de tal
manera que si dos superficies S y S’ son homeomorfas, entonces I(.S) es isomorfo
a I(S").



Nétese que en general la implicacién es en un sélo sentido, pues si I(S) =
I(S’), no necesariamente implica que S = S’. Por lo tanto los invariantes nos
ayudan a ver cuando dos superficies son distintas, pues basta ver que sus inva-
riantes respectivos no sean isomorfos. Existen algunos invariantes para los cuales
la implicacion es en ambos sentidos, como por ejemplo con el género, dichos in-
variantes se denominan invariantes completos y caracterizan a los objetos de
estudio, en este caso a las superficies cerradas orientadas.

A continuacién definiremos un invariante, el cual es facil de calcular y que
esta estrechamente relacionado con el género. En vez de definirlo sélo para su-
perficies, lo definiremos en general para wvariedades de dimensién m, que son
los anédlogos a las superficies, en cualquier dimension, es decir, una variedad de
dimension m es un espacio topolégico tal que todo punto tiene una vecindad que
es homeomorfa a un abierto de R™. Por lo tanto, las superficies son variedades
de dimensién 2.

Sea M una variedad cerrada orientada de dimension m. Un resultado muy
importante en topologia es que las variedades se pueden triangular (ver [2] para
el caso de superficies). En la Figura 3 se muestran triangulaciones de la esfera
y del toro:

Figura 3: Triangulaciones

En el caso de una variedad arbitraria de dimensiéon m, las triangulaciones
estan formadas por simplejos estandar A; de dimensién i, con 0 < i < m, donde
el simplejo estdndar de dimension i es la envolvente conveza de los vectores basi-
cos de R y el origen, (0,0,...,0), (1,0,...,0), (0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1). En
la Figura 4 se muestra el simplejo estdndar de dimensién 3:

Figura 4: Simplejo estdandar de dimensién 3.



Dada una triangulacién de la variedad M, sea s; el niimero de simplejos de di-
mension i en la triangulacién, definimos su caracteristica de Fuler-Poincaré por

A priori, la caracteristica de Euler-Poincaré depende de la triangulacion de M
escogida, pero es un teorema que es independiente de ésta. Para ver experi-
mentalmente esto, calcilense las caracteristicas de Euler-Poincaré de los sélidos
platénicos, los cuales se pueden ver como distintas triangulaciones de la esfera,
el cldsico teorema de Euler nos dice que x(S?) = #{vértices} — #{aristas} +

#{caras} = 2.
En general tenemos el siguiente teorema que relaciona la caracteristica de
Euler-Poincaré con el género de una superficie.

Teorema 2. Sea S una superficie cerrada orientada. Entonces
X(8) =2 -29(9),
donde g(S) es el género de S.

Entonces, si denotamos por 7 a la superficie de género g tenemos:

x(S?) =2
x(T)=0
x(T2) = -2

x(Tg) =-2(g—1), geN
Por razones que veremos mas adelante, es importante la siguiente nota.

Nota 3. La tnica superficie cerrada orientada con caracteristica de Euler-
Poincaré cero es el toro T'.

La caracteristica de Euler-Poincaré es un invariante completo para super-
ficies cerradas orientadas, es decir, dos superficies son homeomorfas si y sélo
si tienen la misma caracteristica. Para variedades de dimensién mayor que 2,
existen variedades que no son homeomorfas con la misma caracteristica de
Euler-Poincaré.

Por lo tanto una forma de saber a que elemento de la lista es homeomorfa
la superficie del Ejemplo 1 es encontrar una triangulaciéon y calcular su carac-
teristica de Euler-Poincaré.

1. Campos vectoriales

A partir de ahora, pediremos a las variedades que sean diferenciables o sua-
ves. Decimos que una variedad M de dimensién m es diferenciable si cada punto



p € M tiene una vecindad U, que es difeomorfa a un subconjunto abierto V'
de R™, esto es, que exista una funcién diferenciable biyectiva de U, a V' cuya
inversa también sea diferenciable.

La propiedad principal de una variedad diferenciable M es que sobre cada
punto p € M se tiene un espacio tangente, denotado 7T}, M, el cual es un espacio
vectorial de dimensién m.

Ejemplo 4. Recta tangente al circulo:

Ejemplo 5. Plano tangente a la esfera:

‘
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Un campo vectorial (diferenciable o continuo) sobre una variedad diferen-
ciable M es una funcién v (diferenciable o continua) que asigna a cada punto
p € M un vector v(p) tangente a M en p, es decir, v(p) pertenece al espacio
tangente T, M.

Ejemplo 6. Campo vectorial sobre una variedad:

Una singularidad a del campo vectorial v es un punto a € M en el cual el
campo vectorial es cero o no esta definido.



Ejemplo 7. Sea M = S'. El campo vectorial ilustrado en la figura no tiene
singularidades.

Ejemplo 8. Sea M = S2. El campo vectorial ilustrado en la figura tiene sin-
gularidades en los polos.

Ejemplo 9. Campo de fuerzas determinado por la Ley de Gravitacién de New-
ton: Sea M = R3, definimos el campo v por

mm'G
U(‘T7y7 Z) = 7Wr7

donde

m masa del cuerpo principal.
m’ masa del cuerpo de prueba.
G constante de gravitacién.

r vector de posicién desde el origen (z,y, z).

El campo v tiene una singularidad en el origen, pues en el punto (0,0,0) no
estd definido.




Pregunta: Dada una variedad diferenciable cerrada M.
;Es posible construir un campo vectorial v en M sin singularidades?

Ejemplo 10. Sea M = T'. Los campos vectoriales mostrados en la Figura 5 no
tienen singularidades.

(a) Campo longitudinal (b) Campo meridional

Figura 5: Campos vectoriales en el toro

Del Ejemplo 10, tenemos que en el caso del toro T', la respuesta es afirmativa.
En el ejemplo 8 tenemos un campo en la esfera que tiene singularidades, pero de
este ejemplo, no podemos asegurar que no exista otro campo que no las tenga.

Si pensamos a los vectores del campo como cabellos, entonces contestar la
pregunta para M = S? equivale a preguntar si la esfera se puede “peinar”.

2. Homologia

Para dar una respuesta general necesitamos definir otro invariante: la homo-
logia. Para mas detalles sugiero consultar los siguientes libros [3, 5].

Dada una variedad M de dimensién m, le asignaremos un conjunto de grupos
denotados por H;(X;Z) con i € N, llamados grupos de homologia de M con
coeficientes en Z.

Los grupos de homologia tienen las siguientes propiedades:

Espacio Topoldgicos Grupos
X H;(X;7Z)
f: X—>Y fo: Hi(X;Z) — H{(Y;Z)
X2y H,(X;Z)=H,(Y;Z)
Idx: X — X Idy,(xz): Hi(X;Z) — Hiy(X;Z)

xLy%y Hy(X:2) L Hy(v:2) 2= H/(2,2)

De la tercera propiedad podemos ver que efectivamente son invariantes.
Antes de definir los grupos de homologia necesitamos algunas nociones alge-
braicas.



Sucesiones exactas

Sean A, By C grupos y consideremos la siguiente sucesién de homomorfis-
mos 4 4
AL BLC
decimos que esta sucesion es exacta en B siim i = ker j. Si tenemos una sucesion
de grupos y homomorfismos

h h: h
A4i)A3—J)A2—2>A1

decimos que es exacta, si es exacta en todas partes.
Consideremos ahora una sucesién de grupos y homomorfismos
hn hn—1 hp—2
An ’ An—l ’ An—2 ’ An—3
tal que la composicion de cada dos homomorfismos consecutivos es el homomor-
fismo cero, es decir

hi—l o hz = 0. (1)
A una sucesién de este tipo decimos que es un complejo de cadenas. Notese que
de la ecuacién (1) se sigue que:

im hi+1 C ker h;.

Definimos los grupos de homologia del complejo de cadenas por

ker h;
H=—
1m hi+1
Los grupos H; miden que tanto le falta a la sucesién para ser exacta, es decir,
si H; = 0 entonces la sucesién es exacta en A;.

Complejo simplicial

Recordemos que el simplejo estandar A; de dimension i es la envolvente
convera de los vectores bésicos de R y el origen, (0,0,...,0), (1,0,...,0),
(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1). Por lo tanto, A; tiene i 4+ 1 vértices.

Tomemos una triangulacién de la variedad M y sea ¢ un simplejo de dimen-
sién i en dicha triangulacién. Denotaremos a ¢ por sus vértices de tal manera
que el orden determine la orientacién de o;

o; = (ag,a,...,ai—1,0;).

Por ejemplo, en la Figura 6 se muestra un simplejo de dimensién 2.

Definimos los grupos de cadenas simpliciales de dimensién i de M con coefi-
cientes en Z, denotados por C;(M;Z), como los grupos abelianos libres genera-
dos por los simplejos de dimensién ¢ de M. Es decir, los elementos de C;(M;Z)
son combinaciones lineales formales de simplejos de dimensién 4

rio] +---+rgoy, conr; €R.



dg a;
Figura 6: Simplejo de dimensién 2.

llamados i-cadenas simpliciales o simplemente i-cadenas.
Definimos también, el operador frontera

el cual esta dado en un simplejo (ag, a1, ..., a;—1,a;) por
i
Oi(ag, an, ..., a;_1,a;) = E (ag,a, ..., ai—1,d1, 141, - - -, a;)
=0

donde q; significa quitar dicho vértice. El operador frontera se aplica a una
i-cadena arbitraria extendiéndolo linealmente.

En la Figura 7 se muestra el operador frontera aplicado a un simplejo de
dimension 2.

0(ao,a1,a2) = (a1,a2) — (ao,a2) + (ao,a1)

a, a,

a, a, %o a

(a) 2-simplejo A. (b) 1-simplejo OA
Figura 7: Operador Frontera

Es un ejercicio ver que se cumple
0i—100; =0, (2)

por lo que los grupos de cadenas simpliciales y los operadores forman un com-
plejo de cadenas

92, 0o (M 2) 25 oy (M z) 2 o (M 2) 2 oy (M Z) 222 (3)



llamado el complejo simplicial.

El significado geométrico de la igualdad (2) es que una i-cadena que es fron-
tera de una i+ 1-cadena no tiene frontera, como se puede ver en la Figura 7 (b).

A los elementos del kernel del operador 9; se les llama i-ciclos y son preci-
samente las i-cadenas que no tienen frontera. Por otro lado, los elementos de
la imagen de 0;41 se les llama i-fronteras y son los i-ciclos que son frontera de
alguna ¢ 4+ 1-cadena.

Los grupos de homologia de M con coeficientes en R, son los grupos de
homologfa del complejo simplicial (3)

ker 0;

Como antes, los grupos de homologia miden que tanto le falta al complejo sim-
plicial para que sea exacto. Geométricamente sus elementos son representados
por i-ciclos que no son frontera de ninguna i + 1-cadena. En otras palabras,
“miden cuantos hoyos de dimensién i tiene M.

Para nuestros propdsitos, inicamente necesitamos calcular el iltimo grupo
de homologia. Sea M una variedad cerrada, conexa y orientada de dimensién
m. Entonces tenemos que

H,,(M;Z)=7. (4)

Para ver esto, recordemos que M es una variedad cerrada, es decir, es compacta
y sin frontera, por lo tanto, la tinica manera de obtener un m-ciclo es tomar
todos los m-simplejos de M, pues al quitar tan solo uno de ellos, obtendremos
algo con frontera. A este m-ciclo, el cual es el generador de H,,(M;Z) denotado
por [M], se llama la clase fundamental de M.

Cohomologia

Existen otros invariantes, los cuales son “duales” a los grupos de homologia.
Son también un conjunto de grupos, llamados grupos de cohomologia, los cuales
no definiremos, solamente mostraremos sus propiedades principales y su relaciéon
con los grupos de cohomologia. Para més informacién consultar [3, 5].

Dada una variedad M de dimensién m, le asignaremos un conjunto de grupos
denotados por H*(X;Z) con i € N, llamados grupos de cohomologia de M con
coeficientes en Z.

Los grupos de cohomologia tienen las siguientes propiedades:

Espacio Topolégicos Grupos
X H{(X;Z)
f: X->Y f* H(Y;Z) — H(X;Z)
XYy HY(X;Z)= H(Y;Z)
Idx: X - X Idyixz): H(X;Z) — H(X;Z)
xLy<Lz H(Z;7) 2> H(Y;Z) L Hi(X;Z)

10



Noétese que las proiedades anteriores son completamente andlogas a las propie-
dades de los grupos de homologia, salvo que la direcciéon de las flechas de los
homomorfismos inducidos entre los grupos de cohomologia se invierten. Esta es
una de las razones por las que se dice que los grupos de cohomologia son duales
a los grupos de homologia.

La principal relacién entre los grupos de homologia y cohomologia es la
siguiente.

Sea M una variedad cerrada, conexa y orientada de dimension m. Entonces:

Hm—i(M;Z) = Hi(M;Z)v

este isomorfismo se conoce como Dualidad de Poincaré.

3. Grado de una aplicacion

Sea M una variedad cerrada, conexa y orientada de dimensién m. Usando
la igualdad (4) podemos definir el grado de una aplicacién

f: M — M.

La aplicacion anterior, por la segunda propiedad de los grupos de homologia,
induce un homomorfismo

fe:Z=2Hp(M;Z) — Hp(M;2) 27

[M] = A[M]

el cual manda a la clase fundamental (el generador), a un multiplo entero de
dicha clase. Definimos el grado de f, como dicho multiplo.

degf=\eZ.

Geométricamente, el grado de la aplicacién representa cuantas veces se “en-
vuelve” M en si misma mediante la aplicacién f. El signo del grado indica si se
“envuelve” preservando la orientacién o invirtiéndola.

4. Teorema de Poincaré-Hopf

Ahora regresemos a los campos vectoriales y sus singularidades. Usando el
concepto de grado de una aplicacién, asignaremos a cada singularidad a de un
campo vectorial v, un ntimero entero I(v, a), llamado el 7ndice de v en a.

Sea M una variedad cerrada de dimensién m. Sea v un campo vectorial que
tenga solamente singularidades aisladas y sea @ € M una singularidad de v.

Sea B(a) una bola con centro a y de radio pequefio tal que a sea la dnica
singularidad en B(a). Por lo tanto v estd bien definida y sin singularidades en
la esfera S(a) = 0B(a).

11



Definimos la aplicacion de Gauss:
v: S(a) = §m 7 — gm—t

o)
") = L@

donde a cada punto = € S(a) le asociamos el vector tangente normalizado dado
por el campo v.
Definimos el indice de v en a como el grado de la aplicacién ~:

I(v,a) = deg~.

En la Figura 8 se presentan varios ejemplos de singularidades de campos
vectoriales sobre superficies con diferentes indices.

Q/ S5 I QL
/) AN

(a) Circular I(v,a) =1 (b) Pozo I(v,a) =1 (¢) Fuente I(v,a) =1
Tf | XT /(—\\r
N T
I S —= %}%-é;f’:—»:
Hﬂﬁka S
|

(d) Silla I(v,a) = —1 (e) Ocho I(v,a) =2
Figura 8: Singularidades de campos en superficies

Fl siguiente teorema, conocido como Teorema de Poincaré-Hopf, relaciona
los indices de las singularidades de un campo vectorial con la caracteristica de
Euler-Poincaré de la variedad sobre la cual esta definido dicho campo.

Teorema 11 (Poincaré-Hopf). Sea M una variedad diferenciable cerrada y sea
v un campo vectorial continuo en M con un numero finito de singularidades

aisladas ay,. Entonces
M) = "I(v,a).
k
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Esbozo de la demostracion. La demostracién se divide en dos partes:

I. Se demuestra que la cantidad I(v) = ), I(v,ax) es independiente del
campo vectorial que se use. De hecho es igual al grado de una aplicaciéon
que no depende del campo vectorial.

IT. Se encuentra un campo vectorial v en el que sea fécil ver que I(v) = x(M).
Para el caso de superficies, en la Figura 9 se ilustra uno de tales campos
definido por Hopf, el cual tiene un pozo en cada vértice (indice 1), una silla
en cada arista (indice -1) y una fuente en cada cara (indice 1), por lo que

I(v) = #{vértices} — #{aristas} + #{caras} = x(M). O

La demostracién completa del teorema se puede encontrar en los siguientes

libros [4, 7]

Figura 9: El campo de Hopf.

&

Corolario 12. El toro T? es la nica superficie que admite un campo vectorial
sin singularidades.

Como la caracteristica de Euler-Poincaré de la esfera es 2, tenemos que no es
posible construir un campo vectorial en S? sin singularidades, es decir, la esfera
no se puede peinar.

Ejemplo 13. El campo vectorial sobre S! mostrado en el Ejemplo 7 no tiene
singularidades. Entonces por el Teorema 11 tenemos que x(S!) = 0, lo cual es
facil de comprobar, tomando cualquier poligono como triangulacién del circulo
y viendo que tiene el mismo niimero de vértices que de aristas.

CONCLUSION

La caracteristica de Euler-Poincaré es la obstruccién para construir un
campo vectorial no nulo. Es decir:

Si x(M) # 0, entonces M no admite un campo vectorial
continuo no nulo.




5. Haz Tangente

A continuacién, vamos a ver el problema de construir campos vectoriales
sin ceros sobre una variedad diferenciable desde un nuevo punto de vista. Esta
nueva pespectiva nos permitird generalizar el problema.

Para ello, necesitamos definir el haz tangente de una variedad diferenciable.

Sea M una variedad diferenciable cerrada. Sea z € M y sea T, M el espacio
tangente a M en z.

El haz tangente TM de M es una variedad diferenciable dada por

T™ = | T,M.
xeM

Sea v € TM, entonces v € T,, M para algin z € M. Definimos la proyeccién
p: TM — M p(v) =z,

es decir,
p_l(x) = TCEMu

la imagen inversa de un punto x € M bajo p es el espacio vectorial T, M.

Ejemplo 14. En la Figura 10 se muestra el haz tangente para M = S*. Resulta
ser un cilindro, en este caso, para construir el haz tangente, se puede pensar que
cada recta tangente fué “rotada” 90° hasta quedar perpendicular al plano del
circulo, de esta manera, todas las rectas tangentes forman el cilindro, el cual
es una variedad diferenciable de dimensién 2. La proyeccién p, es la proyeccién
sobre el circulo y de esta manera, la imagen inversa de un punto es precisamente
su recta “tangente”.

Figura 10: Haz tangente de S*
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Una seccidn es una aplicacién (diferenciable o continua) s: M — TM tal
que po s = Idy;. Es decir, una seccién asigna a cada punto x de M, un vector
s(x) en su espacio tangente T, M. Por lo tanto:

Un campo vectorial es una seccion del haz tangente

La seccion cero del haz tangente es la seccion que a cada x € M le asigna el
vector cero en T, M, es decir, corresponde al campo vectorial constante igual a
cero.

Encontrar un campo vectorial no nulo en M equivale a en-
contrar una seccién del haz tangente que no intersecte a la
seccioén cero.

Esto se ilustra en la Figura 11, donde se muestran la seccion cero, una secciéon
con ceros y una mas sin ceros.

- seccionsinceros

1 =——— seccidnconceros

-—— seccidncero

Figura 11: Secciones.

Desde este punto de vista, la caracteristica de Euler-Poincaré es una obs-
truccion para tener secciones no nulas:

Si x(M) # 0, entonces el haz tangente TM de M no admite
secciones no nulas.

6. Haces Vectoriales

El haz tangente a una variedad es un caso particular de una clase de objetos
matematicos llamados haces vectoriales.

15



Un haz vectorial £ de rango n es una aplicacién p: E — M diferenciable
suprayectiva entre dos variedades, tales que para toda x € M, la fibra sobre =
dada por

p i) CE

es un espacio vectorial (real o complejo) de dimensién n. Ademds p satisface
una condicién de trivialidad local.
Una seccion es una aplicacion s: M — E tal que po s = Id;.

Ejemplo 15. Sea F = M xR" y p: R" x M — M la proyeccién sobre el primer
factor. Este es claramente un haz vectorial y es llamado el haz producto.

Ejemplo 16. La banda de Md&bius es también un haz vectorial. Si la conside-
ramos a E como la banda de Mébius sin la frontera, M = S! y p la proyeccién
sobre S'. La imagen invesa de cualquier punto z € S! serd un intervalo abierto,
el cual es isomorfo a la recta real R. Esto se ilustra en la Figura 12

~__
——

|
e —

Figura 12: Banda de Mobius

Podemos generalizar nuestra pregunta a haces vectoriales en general.

Pregunta: Sea £ un haz vectorial de rango n

. Es posible encontrar una seccién continua no nula?

Podemos generalizarla ain més de la siguiente manera:

Pregunta: Sea r € N tal que 1 <r < n.

i Es posible construir r secciones de £ que sean linealmente indepen-
dientes en todo punto z € B?

Ejemplo 17. En el haz vectorial del Ejemplo 16 dado por la banda de Mé&bius,
no es posible construir una seccién continua que no tenga ceros. Esto se ilustra
en la Figura 13, recordando que la banda de Mobius se obtiene de un rectangulo
al identificar dos de sus lados opuestos dandoles orientaciones contrarias.

16



Figura 13: Seccién en la banda de Mobius

De manera andloga a la caracteristica de Euler-Poincaré, es posible definir
invariantes, los cuales son obstrucciones para poder construir r secciones lineal-
mente independientes en un haz vectorial £ de rango n > r. Pero en este caso,
a diferencia de la caracteristica de Euler-Poincaré, dichas obstrucciones no son
nimeros, sino clases de cohomologia. Precisemos més esto.

Sea £ un haz vectorial de rango n. Entonces existe una clase de cohomologia
Cl; (&) la cual es la obstruccion para tener n — i + 1 secciones de £ linealmente
independientes en todo punto. Es decir:

Si Cl;(€) # 0, entonces el haz vectorial £ de no admite n—i+1
secciones linealmente independientes.

Dichos invariantes son llamados clases caracteristicas del haz €.

= Si ¢ es un haz real son llamadas clases de Stiefel- Whitney y generalmente
son denotadas por w;(£) € H'(M;Zs).

= Si € es un haz complejo son llamadas clases de Chern y generalmente
son denotadas por ¢;(§) € H*(M;Z).

Las construcciones clasicas de las clases caracteristicas se pueden encon-
trar en las siguientes referencias [8, 6]. Dichas construcciones son de cardcter
algebraico. Junto con Marcelo Aguilar y Eduardo Frias, en [1] damos una cons-
truccion geométrica de las clases caracteristicas de un haz vectorial basada en
el concepto de transversalidad.
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Figuras

Las fuentes de las figuras son las siguientes:
La figura de la tierra es tomada de

http://www.earthdayenergyfast.org/IMAGES/earth. jpg.

La figura del toro (de género 1) de

http://www.navworld.com/navcerebrations/Toroidal.htm.

La figura del toro (de género 2) de

http://www.ehu.es/ mtwmastm/CDO506.pdf (que a su vez da crédito a
http://www.centre-sciences.asso.fr pero la pigina no existe).

La esfera triangulada de la Figura 3 de

http://www.cnmat.berkeley.edu/Research/AES2006/speakerarray/icosaspeakers.htm.

El toro triangulado de la Figura 3 de

http://www.math.cornell.edu/ mec/2003-2004/geometry/torii/torii.html.

El simplejo estandar de la Figura 4 de

http://en.wikipedia.org/wiki/Image:Standardsimplex.svg.
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